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ВВЕДЕНИЕ 

 

Вопросы прочности, жесткости и устойчивости конструкций ин-

тересуют инженера любой специальности. Особо важное значение они 

приобретают для инженеров путей сообщения, поскольку на железно-

дорожном транспорте работают уникальные инженерные сооружения: 

мосты, путепроводы, тоннели, трубы, метрополитены и т.д., требую-

щие постоянного и пристального внимания ученых и инженеров. 

Авторы стремились преподнести материал, предусмотренный 

учебной программой, в сжатом виде, но без ущерба для ясности пони-

мания основных законов и методов.  

Основной целью данного издания было помочь читателю в освое-

нии основных положений курса сопротивления материалов и подгото-

вить его к дальнейшему накоплению знаний при самостоятельной ра-

боте. 

Необходимое внимание уделено рассмотрению таких разделов, 

как метод сечений; геометрические характеристики плоских сечений; 

плоский изгиб прямых стержней; расчет балки на упругом основании; 

сложное сопротивление; перемещения стержневых систем; статически 

неопределимые стержневые системы.  

Направленность курса «Сопротивление материалов» преследует 

цель научить будущего инженера проектированию надежных и эконо-

мичных конструкций, начиная с вопросов физического и математиче-

ского моделирования и кончая анализом полученных результатов. 

Учебное пособие содержит минимально необходимое количество 

числовых примеров, которые способствуют лучшему восприятию тео-

ретического материала и могут быть использованы в самостоятельной 

работе.  
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1. ПОСТРОЕНИЕ ЭПЮР ВНУТРЕННИХ СИЛОВЫХ 

ФАКТОРОВ В СТАТИЧЕСКИ ОПРЕДЕЛИМЫХ  

СТЕРЖНЕВЫХ СИСТЕМАХ 

 

1.1. Внешние и внутренние силы 

 

Стержень (брус) – это тело, поперечные размеры которого значи-

тельно меньше его длины (валы, болты, балки перекрытия, элементы 

ферм и арок и др.). 

Различают внешние и внутренние силы. 

Внешними называются силы, которые действуют на тело со сто-

роны других тел. В свою очередь, внешние силы подразделяются на 

сосредоточенные и распределенные (рис. 1.1). 

 

Внешние силы 

 
Рис. 1.1. Внешние силы 

 

К сосредоточенным нагрузкам относится: F – сосредоточенная 

сила, [кН]; 
e

M  − пара сил, [кН∙м]. К распределенным нагрузкам отно-

сится: q – равномерно-распределенная нагрузка, [кН/м]. 

Внутренними – называются силы, которые возникают в элемен-

тах конструкций под воздействием внешних сил. 

Внутренние силы, распределенные произвольным образом в по-

перечном сечении бруса, всегда могут быть приведены к главному 

вектору и главному моменту. В качестве центра приведения принима-

ется центр тяжести поперечного сечения.  

Система координат выбирается следующим образом: начало  в 

центре тяжести сечения, ось ОХ – вдоль оси бруса, оси OY и OZ – в 

плоскости перпендикулярной ОХ. 

Проекции главного вектора и главного момента на оси координат 

называются  внутренними силовыми факторами и обозначаются: 
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N – продольная сила проекции главного вектора  

zy
QQ ,  – поперечные силы   на оси X,Y,Z 

x
M  –  крутящий момент                    проекции главного момента 

zy
MM ,  – изгибающие моменты  на оси X,Y,Z 

 Таким образом, в общем случае в поперечном сечении бруса мо-

гут возникать шесть внутренних силовых фактора: три силы и три мо-

мента. 

1.2. Метод сечений 

 

Определение внутренних силовых факторов производится мето-

дом сечений. 

 
Рис. 1.2. Метод сечений:  

а – брус под действием внешних сил, б – уравновешенная часть бруса В 

 

Рассмотрим брус, находящийся в равновесии под действием 

внешних сил F1, F2, F3, F4 (рис. 1.2, а). Метод сечений заключается в 

следующем: 

1. В заданном сечении проводится плоскость, перпендикулярная 

оси бруса, которая разрезает его на две части А и В (рис. 1.2, а). 

2. Одна из частей отбрасывается (например, часть А). 

3. Действие отброшенной части на оставшуюся заменяется ше-

стью внутренними силовыми факторами, направление которых выби-

рается произвольно (рис. 1.2, б). 

4. Записываются уравнения статики для части В, которая нахо-

дится под действием внутренних силовых факторов и внешних сил, 

расположенных справа от приведенного сечения. 

  NХ 0  

а б
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 
y

QY 0  

 
z

QZ 0  

 
xx

MM 0  

 
yy

MM 0  

 
zz

MM 0  

5. Из  шести уравнений статики определяются шесть внутренних 

силовых фактора. Если в результате вычислений какой либо внутрен-

ний силовой фактор получается со знаком «−», то это означает, что он 

имеет направление, противоположное заданному. 

 

1.3. Правило знаков 

 

При определении внутренних силовых факторов направление 

внешних нагрузок и опорных реакций учитывается с помощью следу-

ющих правил знаков:  

− при определении продольной силы N растягивающие внешние 

силы принимаются со знаком «+», а сжимающие со знаком «−»; 

− при определении остальных пяти внутренних силовых факторов 

Qy, Qz, Mx, My, Mz правило знаков устанавливается в зависимости от 

направления вращения внешних нагрузок. Как правило, принимается 

по часовой стрелке со знаком «+», а против часовой со знаком «−». Это 

же правило знаков используется при определении опорных реакций. 

 

1.4. Построение эпюр внутренних силовых факторов 

 

Эпюрой называется графическое изображение внутреннего сило-

вого фактора: N, Qy, Qz, Mx, My, Mz. 

При построении эпюр N, Qy, Qz, Mx  положительные значения от-

кладываются с одной стороны базы, а отрицательные с обратной. 

При построении эпюр My, Mz значение изгибающих моментов от-

кладывается со стороны растянутого волокна не зависимо от знака. 

Поэтому он на эпюрах  My, Mz не указывается. Штриховка эпюр произ-

водится прямыми, перпендикулярными базе эпюры. На эпюрах следу-

ет указать численные значения внутренних силовых факторов на гра-

ницах участков и в характерных точках. 

При построении эпюр необходимо придерживаться следующей 

последовательности: 

1. Определить опорные реакции из уравнений статики. 
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2. Разбить брус на участки и провести сечения на каждом из них. 

Участком называется прямолинейный отрезок бруса постоянного 

сечения, ограниченный какими-либо нагрузками, опорами либо весь 

покрытый равномерно-распределенной нагрузкой.  

3. Записать на каждом участке уравнение для определения внут-

ренних силовых факторов и вычислить их значения на концах каждого 

участка. 

4. Построить эпюры и определить опасные сечения, в которых 

внутренние силовые факторы имеют наибольшее, но абсолютное по 

величине значение. 

Рассмотрим построение эпюр на примере простейших балок.  

Балка – это стержень, работающий на изгиб. При изгибе попе-

речные сечения стержня поворачиваются относительно первоначаль-

ного положения на некоторый угол, при этом волокна, расположенные 

с одной стороны оси растягиваются, а с противоположной − сжимают-

ся. 

При определении внутренних силовых факторов ось OY будем 

располагать в плоскости действия внешних нагрузок, а ось OZ − пер-

пендикулярно этой плоскости, ось OX – направляется вдоль оси балки. 

В этом случае в поперечных сечениях балки могут возникать три 

внутренних силовых фактора: продольная сила N, поперечная сила Qy 

и изгибающий момент Mz. Если внешняя нагрузка перпендикулярна 

оси балки, то продольная сила 0N . 

  

Пример 1.1. Построить эпюры внутренних силовых факторов в 

простой балке (рис. 1.3). 

Решение: Определим опорные реак-

ции, считая вращение по часовой 

стрелке положительным: 

0
2

 


BA
RFM ,     

2

F
R

B
 . 

0
2

 


AB
RFM ,   

2

F
R

A
 . 

Проверка: 

0
22

 F
FF

FRRY
BA . 

Разобьем балку на два участка. Рас-

смотрим участок I. Проведем сече-

ние, перпендикулярное оси балки. 

Отбросим правую часть и составим Рис. 1.3. К примеру 1.1 
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уравнения Qy и Mz для левой части. Для этого обозначим расстояние от 

начала участка (точка А) до проведенного сечения  через x1, которое 

может меняться в пределах от 0 до 2 , что выражается неравенством 

20
1

 x . При составлении уравнений пользуемся правилом знаков, 

рассмотренном выше (по часовой стрелке «+», против часовой «−»). 

Вращение производим вокруг точки пересечения произвольного сече-

ния с осью балки: 

Уравнение для поперечной силы: 

2FRQ
Ay
 . 

Полученную положительную ординату 2F  откладываем сверху 

от базы в начале и в конце участка. Соединив эти ординаты прямой, 

получим эпюру Qy на первом участке. Внутри эпюры поставим знак 

«+». Штриховку производим перпендикулярно базе. 

Уравнение для изгибающего момента: 

2

4

0

0

11

1













x

F

x
xRM

Az . 

Как видно, эпюра будет иметь различные ординаты в начале и в 

конце участка. В начале участка откладываем ординату 0, а в конце 

4F  снизу от базы поскольку единственная на данном участке 

нагрузка (опорная реакция 
A

R ), действуя вверх, растягивает нижние 

волокна. Соединив эти ординаты прямой, получим эпюру Mz на пер-

вом участке. Штриховку производим перпендикулярно базе. 

Рассмотрим участок II. Проведем сечение, перпендикулярное оси 

балки. Отбросим левую часть и составим уравнения Qy и Mz для пра-

вой части. Для этого обозначим расстояние от начала участка (точка В) 

до проведенного сечения через x2, которое может меняться в пределах 

от 0 до 2 , что выражается неравенством 20
2

 x .  

Уравнение для поперечной силы: 

2FRQ
By

 . 

Полученную отрицательную ординату 2F  откладываем снизу от ба-

зы в начале и в конце участка. Соединив эти ординаты прямой, полу-

чим эпюру Qy на втором участке. Внутри эпюры поставим знак «−». 

Штриховку производим перпендикулярно базе. 

Уравнение для изгибающего момента: 

2

4

0

0

22

2













x

F

x
xRM

Bz . 
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В начале участка откладываем ординату 0, а в конце 4F  снизу от 

базы поскольку единственная на данном участке нагрузка (опорная 

реакция 
B

R ), действуя вверх, растягивает нижние волокна. Соединив 

эти ординаты прямой, получим эпюру Mz на втором участке. Штри-

ховку производим перпендикулярно базе. 

Замечание: если к балке приложена сосредоточенная сила, то на 

эпюре  Qy в соответствующем сечении должен быть скачок на величи-

ну этой силы. 

Пример 1.2. Построить эпюры внутренних силовых факторов в 

простой балке (рис. 1.4). 

Решение: Определим опорные 

реакции, считая вращение по ча-

совой стрелке положительным: 

0 
BeA

RMM ,  


e

B

M
R  . 

0 
AeB

RMM ,  


e

A

M
R  . 

Проверка: 

0


ee

BA

MM
RRY . 

Разобьем балку на два участка.  

Участок I:  20
1

 x . 

Уравнение для поперечной 

силы: 

    

 
eAy

MRQ  . 

Полученную отрицательную ординату 
e

M  откладываем снизу 

от базы в начале и в конце участка. Соединив эти ординаты прямой, 

получим эпюру Qy на первом участке. Внутри эпюры поставим знак 

«−». Штриховку производим перпендикулярно базе. 

Уравнение для изгибающего момента: 

2

2

0

0

11

1









x

M

x
xRM

e

Az . 

В начале участка откладываем ординату 0, а в конце 2
e

M  сверху 

от базы поскольку единственная на данном участке нагрузка (опорная 

реакция 
A

R ), действуя вниз, растягивает верхние волокна. Соединив 

Рис. 1.4. К примеру 1.2 
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эти ординаты, получим эпюру Mz на первом участке. Штриховку про-

изводим перпендикулярно базе. 

Участок II: 20
2

 x .  

Уравнение для поперечной силы: 


eBy

MRQ  . 

Полученную отрицательную ординату 
e

M  откладываем снизу от 

базы в начале и в конце участка. Соединив эти ординаты прямой, по-

лучим эпюру Qy на втором участке. Штриховку производим перпенди-

кулярно базе. 

Уравнение для изгибающего момента: 

2

2

0

0

22

2









x

M

x
xRM

e

Bz . 

В начале участка откладываем ординату 0, а в конце 2
e

M  снизу от 

базы поскольку единственная на данном участке нагрузка (опорная 

реакция 
B

R ), действуя вверх, растягивает нижние волокна. Соединив 

эти ординаты прямой, получим эпюру Mz на втором участке. Штри-

ховку производим перпендикулярно базе. 

Замечание: если к балке приложена пара сил, то на эпюре Mz в 

соответствующем сечении должен быть скачок на величину этой пары 

сил. 

Пример 1.3. Построить эпюры внутренних силовых факторов в 

простой балке (рис. 1.5). 

Решение: Определим опорные реакции, считая вращение по часо-

вой стрелке положительным: 

0
2

 



BA

RqM ,  
2

q
R

B
 . 

0
2

 



AB

RqM ,  
2

q
R

A
 . 

Замечание: прежде чем ввести равно-

мерно распределенную нагрузку в 

расчет, ее следует привести к равно-

действующей (действующей по сере-

дине своей длины), равной произведе-

нию интенсивности нагрузки q на 

длину ее действия.  

Проверка: 

0
22

 


 q
qq

qRRY
BA . 

Рис. 1.5. К примеру 1.3 
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Балка имеет один участок. Рассмотрим его справа, отбросив левую 

часть балки. 


1

0 x . 

Уравнение для поперечной силы: 














21

1

2

0

2

x

q

x

q
qxRQ

By . 

Отрицательную ординату 2q  откладываем снизу от базы в 

начале  участка (точка В), а положительную 2q  − сверху от базы в 

конце участка (точка А). Соединив эти ординаты прямой, получим 

эпюру Qy. Таким образом, часть эпюры будет со знаком «−», другая – 

со знаком «+». Штриховку производим перпендикулярно базе. 

Уравнение для изгибающего момента: 










21

1

11

0

0

0

2 xx

x
qxxRM

Bz
. 

В начале и в конце участка откладываем ординату 0. Соединяем 

начало и конец эпюры параболой, выпуклость которой направляем в 

сторону действия равномерно-распределенной нагрузки q, то есть 

вниз. 

Так как эпюра Qy изменяет знак, определим экстремальный изги-

бающий момент. Для этого приравняем нулю выражение для попереч-

ной силы: 

0
1
 qxRQ

By ,     
2

1




q

R
x

B . 

Подставив полученное значение x1 в выражение для изгибающего 

момента, получим экстремальный изгибающий момент: 

82

2

2222

2

1

11

экстр  q
q

qx
qxxRM

Bz
 . 

Штриховку производим перпендикулярно базе. 

Замечания: 
1. В тех сечениях балки, где Qy=0 изгибающий момент имеет экс-

тремальное значение. 

2. На участках балки с распределенной нагрузкой эпюра Mz имеет 

форму параболы, выпуклость которой направлена в сторону действия 

нагрузки q. 

Пример 1.4. Построить эпюры внутренних силовых факторов в 

простой балке (рис. 1.6). 
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Решение: Балка имеет один участок. Проведем сечение, перпен-

дикулярное оси балки. Отбросим левую часть и составим уравнения Qy 

и Mz для правой части.  

Замечание: в данном случае движение справа более выгодно, по-

скольку не требует определения опорных реакций. 

Обозначим расстояние от начала участка (свободный конец кон-

соли) до проведенного сечения через x1, которое может меняться в 

пределах от 0 до  , что выражается неравенством 
1

0 x .  

Уравнение для поперечной силы: 

FQ
y
 . 

Полученную положительную ор-

динату F  откладываем сверху от базы 

в начале и в конце участка. Соединив 

эти ординаты прямой, получим эпюру 

Qy. Внутри эпюры поставим знак «+». 

Штриховку производим перпендику-

лярно базе. 

Уравнение для изгибающего мо-

мента: 














11

1
0

0

x

F

x
xFM

z . 

В начале участка откладываем ординату 0, а в конце F  сверху от 

базы поскольку единственная на данном участке нагрузка (сосредото-

ченная сила F), действуя вниз, растягивает верхние волокна. Соединив 

эти ординаты прямой, получим эпюру Mz . Штриховку производим 

перпендикулярно базе. 

Пример 1.5. Построить эпюры внутренних силовых факторов в 

балке (рис. 1.7). 

Решение: Определим опорные реакции, считая вращение по часо-

вой стрелке положительным: 

.кН43,5

,055,25247

кН57,82

,07125,79













А

eАB

B

BeA

R

FqqMRМ

; R

RFqMM

 

Проверка: 

0.2082,579125,439q  FRRY
ВА

 

Рис. 1.6. К примеру 1.4 
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Разобьем балку на три участка. Рассмотрим участок .  Проведем 

сечение, перпендикулярное оси балки. Отбросим правую часть и со-

ставим уравнения 
z

MQ и
y

для левой части. Для этого обозначим рас-

стояние от начала участка (точка А) до проведенного сечения через ,
1

х  

которое может меняться в пределах от 0 до 3м, что выражается нера-

венством м30
1
 х . 

M e  =  8 к H ·м

3 м 4 м 5 м

F = 2 0 к Н

x1 C
D

q = 1 2 к Н /м

x 3

R B = 8 2 ,5 7 к Н

BA

R A = 5 ,4 3 к Н

I
II I I I

Q y

[к Н ]

б

a

в

4 2 ,5 7

5 ,4 3

0 ,4 5 м

2 0

4 0

1 ,7 м

2 5 ,5 2

5 0

1 6 ,7

2 4 ,2 9

1 6 ,2 9

M z

[к Н ·м ]

x 2

 
Рис. 1.7. К примеру 1.5: 

а – схема балки, б – эпюра поперечных сил,  

в – эпюра изгибающих моментов 
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При составлении уравнений пользуемся правилом знаков, рас-

смотренном выше (по часовой стрелке  , против часовой  ). 

Вращение производим вокруг точки пересечения произвольного сече-

ния с осью балки. 

Уравнение для поперечной силы: 

кН43,5
А
 RQ

у
. 

Полученную положительную ординату откладываем сверху от ба-

зы в начале и в конце участка. Соединив эти ординаты прямой, полу-

чим эпюру 
y

Q на первом участке. Внутри эпюры поставим знак  . 

Штриховку производим перпендикулярно базе. 

Уравнение для изгибающего момента: 

м3

мкН29,16

0

0

11

1А









xх
хRМ

z
. 

Как видно, эпюра будет иметь различные ординаты в начале и в 

конце участка. В начале участка откладываем ординату  0 , а в кон-

це  29,16 снизу от базы, поскольку единственная в данном уравне-

нии нагрузка (опорная реакция 
A

R ) действуя вверх, растягивает ниж-

ние волокна. Соединив эти ординаты прямой, получим эпюру 
z

M  на 

первом участке. Штриховку производим перпендикулярно базе. 

Рассмотрим участок II. Проведем сечение, перпендикулярное оси 

балки. Отбросим правую часть и составим уравнения 
y

Q  и 
z

M  для 

левой части. Обозначим расстояние от начала участка (точка С) до 

проведенного сечения через ,
2

x которое может меняться в пределах от 

0 до 4м, что выражается неравенством м40
2
 х . 

Уравнение для поперечной силы: 

м4

кН57,42

0

кН43,5

22

2Ay









xx
qxRQ . 

Эпюра будет иметь различные ординаты  в начале и в конце 

участка. В начале участка откладываем ординату ,43,5   а в конце 

 57,42  с учетом знака. Соединив эти ординаты прямой, получим 

эпюру 
у

Q  на втором участке. Штриховку производим перпендикуляр-

но базе.  

Уравнение для изгибающего момента: 

 
м4

мкН50

0

мкН29,24

2
3

2

22









22

eAz
xx

x
qxMxRM . 
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В начале участка откладываем ординату  29,24 снизу от базы, 

поскольку в уравнении 
z

M  нагрузки, имеющие тот же знак, что и ор-

дината  29,24  (
A

R и 
е

М ) растягивают нижние волокна. В конце 

участка откладываем ординату 50  сверху от базы, поскольку в 

уравнении 
z

M  нагрузка, имеющая тот же знак, что и ордината 50  

(q) растягивает верхние волокна. Соединяем обе ординаты параболой 

(см. пример 1.3, гл.1), выпуклость которой направляем в сторону дей-

ствия равномерно  распределенной  нагрузки q , то есть вниз. 

Так как эпюра 
у

Q  меняет знак, определим экстремальный изги-

бающий момент. Приравняем нулю выражение для поперечной силы 

на этом участке. 

,0
2A
 qxRQ

y
 м45,0

12

43,5
A

2


q

R
x . 

Подставив полученное значение 
2

х  в выражение  для изгибающе-

го момента, получим экстремальный изгибающий момент: 

  мкН52,25
2

45,0
45,045,03  qMRM

eA

экстр

z . 

Штриховку производим перпендикулярно базе. 

Рассмотрим участок III. Проведем сечение, перпендикулярное оси 

балки. Отбросим левую часть и составим уравнения 
у

Q  и 
z

M  для пра-

вой части. Обозначим расстояние от начала участка (точка D) до про-

веденного сечения через 
3

х , которое может меняться в пределах от 0 

до 5м, что выражается неравенством м50
3
 х . 

Уравнение для поперечной силы: 

м5

кН40

0

кН20

33

3y









xx
qxFQ . 

В начале участка откладываем ординату  20 , в  конце  40 с 

учетом знака. Соединив эти ординаты прямой, получим эпюру 
у

Q  на 

третьем участке. Штриховку производим перпендикулярно базе. 

Уравнение для изгибающего момента: 

м5

мкН50

0

0

2
33

3

33









xх

x
q хFxМ

z
. 

В начале участка откладываем  ординату  0 , в конце участка 

ординату 50  сверху от базы, поскольку в уравнении 
z

M  нагрузка, 
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имеющая тот же знак, что и ордината 50  (q) растягивает верхние 

волокна. Соединяем обе ординаты параболой (см. пример 1.3, гл.1), 

выпуклость которой направляем в сторону действия равномерно-

распределенной нагрузки q, то есть вниз. На данном участке 
у

Q  также 

меняет знак, следовательно, ищем экстремальный изгибающий момент 

,0
3y
 qxFQ  м7,1

12

20

3


q

F
x ; 

мкН7,16
2

7,1
7,17,1

экстр
 qFМ

z . 

Полученные эпюры 
у

Q  и 
z

M  представлены на рис. 1.7.  

Произведем проверку построенных эпюр с учетом замечаний, рас-

смотренных выше: 

1. В точке приложения силы F=20кН на эпюре 
у

Q  имеется скачок 

на величину 20кН; 

2. В точке приложения опорных реакций кН5,43
А

R и 

кН82,57
В

R на эпюре 
у

Q  имеются скачки на величину 5,43кН и 

82,57 кН соответственно; 

3. В точке приложения момента мкН8 
е

М на эпюре 
z

M  имеет-

ся скачок на мкН8  . 

Пример 1.6. Построить эпюры внутренних силовых факторов в 

балке (рис. 1.8). 

Решение: Определим опорные реакции
1
, считая вращение по ча-

совой стрелке положительным: 

,03  A
RFqY кН16

A
R . 

Поскольку реакция получилась отрицательной, то следует поме-

нять её направление на противоположное заданному (рис. 1.8, а). 

,05,633  qMFMM
еAA  мкН166

A
M  

Проверка: 

В качестве проверки следует выбрать любую точку балки (кроме 

жесткой заделки) и составить уравнение моментов относительно нее. 

                                                           

1
 Опорные реакции в балке с жесткой заделкой можно не определять, но при составле-

нии уравнений для определения внутренних силовых  факторов следует рассматривать 

все участки, двигаясь со стороны свободного конца. 
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.0516166

22085,1312525,13



 AAeс
RMFMqM

 

Разобьем балку на три участка. Рассмотрим участок  . Проведем 

сечение, перпендикулярное оси балки. Отбросим правую часть и со-

ставим уравнения 
у

Q  и 
z

M  для левой части. Обозначим расстояние от 

начала участка (точка D) до проведенного сечения через 
1

х . Оно мо-

жет меняться в пределах от 0 до 3м, что выражается неравенством 

м30
1
 х . Правило знаков не изменилось: по часовой стрелке  , 

против  . 

Уравнение для поперечной силы: 

м3

кН36

0

0

11

1y









xx
qxQ . 

В начале участка откладываем  0 , в конце 36 , учитывая 

знак. Соединяем ординаты прямой линией. 

Уравнение для изгибающего момента: 

м3

мкН54

0

0

2
11

1

1z









xx

x
qxM . 

В начале участка откладываем  0 , в конце 54  снизу от ба-

зы, поскольку единственная в этом уравнении нагрузка q растягивает 

нижние волокна. Обе ординаты соединяем параболой выпуклостью 

вверх вслед за направлением действия равномерно-распределенной 

нагрузки. 

Рассмотрим участок II. Проведем сечение и отбросим правую 

часть. За 
2

х  обозначим расстояние от начала участка (точки С) до про-

веденного сечения. Неравенство на данном участке имеет вид: 

м20
2
 х . 

Уравнение для поперечной силы: 

кН363
y

 qQ . 

Ординату 36  откладываем в начале и в конце участка сверху 

от базы, согласно знака. Соединяем их прямой. 

Уравнение для изгибающего момента: 

 
м2

мкН126

0

мкН54
5,13

22

2









xx
xqM

z . 
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M e  =  8 к H ·м

CD

q = 1 2 к Н /м

A

Q y

[к Н ]

б

a

в

M z

[к Н ·м ]

F = 2 0 к Н

Вx 2x1 x 3

I I II II

3 м 3 м2 м

3 63 6

1 6 1 6

1 6 6

1 2 6

1 1 8

5 4

M А = 1 6 6 к H ·м

R А = 1 6 к Н

 
Рис. 1.8. К примеру 1.6: 

а – схема балки, б – эпюра поперечных сил,  

в – эпюра изгибающих моментов 
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В начале участка откладываем ординату 54 , в конце 126  

снизу от базы, поскольку единственная в этом уравнении нагрузка q 

растягивает нижние волокна. Ординаты соединяем прямой. 

Рассмотрим участок III. Проведем сечение, перпендикулярное оси 

балки. Здесь, если бы опорные реакции не определялись, следовало 

отбросить правую часть (с жесткой заделкой) и составить уравнения со 

стороны свободного конца. Но поскольку реакции мы все же опреде-

лили, то рассмотрим более рациональный вариант. 

Отбросим левую часть. Обозначим через 
3

х расстояние от начала 

участка (жесткая заделка – точка А) до проведенного сечения. Нера-

венство будет иметь вид м30
3
 х . 

Уравнение для поперечной силы: 

кН16
Ay

 RQ  

Ординаты 16 откладываем в начале и в конце участка сверху 

от базы, согласно знаку. Соединяем их прямой.  

Уравнение для изгибающего момента: 

м3

мкН118

0

мкН166

33

3









xx
MxRM

AAz
. 

В начале участка откладываем 166 , а в конце 118 , и обе 

снизу от базы, поскольку в уравнении 
z

M  нагрузка, имеющая тот же 

знак, что и откладываемые ординаты (
A

M ) растягивает нижние во-

локна. 

Произведем проверку построенных эпюр с учетом замечаний, 

рассмотренных выше: 

1.  В точке приложения силы F=20кН на эпюре 
y

Q  имеется скачок 

на величину 20кН. 

2.  В жесткой заделке величина опорной реакции  кН16
A

R сов-

падает со скачком на эпюре 
y

Q . 

3.  В точке приложения момента мкН8 
е

М  на эпюре 
z

M  име-

ется скачок на мкН8  . 

4.  В жесткой заделке величина опорного момента мкН166 
A

M  

совпадает со скачком на эпюре 
z

M . 
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1.5. Построение эпюр внутренних силовых факторов  

в плоских рамах 

 

Рамой называется конструкция, состоящая из стержней, соеди-

ненных жесткими узлами. Вертикальные стержни называются стойка-

ми, а горизонтальные – ригелями. Рама называется плоской, если оси 

всех стержней и нагрузка расположены в одной плоскости. 

В общем случае в поперечных сечениях плоских рам могут возни-

кать три внутренних силовых фактора: продольная сила N, поперечная 

сила 
y

Q , изгибающий момент 
z

M . 

При составлении уравнении пользуемся правилом знаков, рас-

смотренном выше: для 
y

Q  и 
z

M  считать по часовой стрелке  , 

против  ; для N сжимающие усилия входят в уравнение со знаком 

 , растягивающие со знаком  . При этом следует иметь ввиду, 

что в уравнение N входят нагрузки, направленные вдоль или парал-

лельно стержню, в уравнение 
y

Q − нагрузки, перпендикулярные 

стержню. Знак ставится только внутри эпюр N и 
y

Q . Штриховка про-

изводится перпендикулярно базе. При построении эпюр N и 
y

Q  поло-

жительные значения откладываются по перпендикуляру к оси рас-

сматриваемого стержня с одной стороны рамы (как правило, с внеш-

ней), а отрицательные соответственно с другой (как правило, с внут-

ренней). Эпюра 
z

M  строится со стороны растянутых волокон.  

Пример 1.7. Построить эпюры внутренних силовых факторов в 

раме (рис. 1.9). 

Решение: Определим опорные реакции, считая вращение по часо-

вой стрелке положительным. В первую очередь следует определить 

опорную реакцию, не имеющую параллельной пары. В данном приме-

ре это 
А

Н . А затем уже две другие, параллельные друг другу. 

,05X
A

 Hq кН60
A

H ; 

,01075,25  BеA
RFMqM  кН2,28

B
R ; 

,05,251053  qRHMFM
AAеВ  кН2,8

A
R . 

Поскольку реакция 
A

R  получилась отрицательной, то следует 

поменять ее направление на противоположное заданному, то есть вниз. 

Проверка: 

02,28202,8  BA
RFRΥ . 
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Разобьем раму на пять участков. Рассмотрим участок .  Проведем 

сечение, перпендикулярное оси стержня. Рассмотрим равновесие рамы 

ниже сечения. Остальную ее часть отбросим. Расстояние от начала 

участка (точка А) до проведенного сечения обозначим через 
1

х . Нера-

венство будет иметь вид м50
1
 х . Вращение производим вокруг 

точки пересечения произвольного сечения с осью стержня. 

Уравнение для продольной силы: 

кН2,8
A

RN . 

Полученную положительную ординату откладываем в начале и в 

конце участка слева от базы. Соединив эти ординаты прямой, получим 

эпюру N на первом участке. 

R B = 2 8 ,2 к Н

F = 2 0 к Н

B

IVV

K

I I I

DA

I

I I
C

H A = 6 0 к Н

M e  =  8 к H ·м

3 м3 м4 м

R А = 8 ,2 к Н

5
м

8 ,2

N

[к Н ]

8 ,2

2 8 ,2

Q y

[к Н ]

8 4 ,6

1 1 7 ,2

1 0 9 ,2

M z

[к Н ·м ]

6 0

1 5 0

8

1 5 0

x5

x 3

x1

x 2
x 4

а

в

б

г

q
=

1
2

к
Н

/м

N

 
 

Рис. 1.9. К примеру 1.7: 

а – схема плоской рамы, б – эпюра продольных сил, 

в – эпюра поперечных сил, г – эпюра изгибающих моментов 
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Уравнение для поперечной силы: 

м5

0

0

кН60

11

1Ay









xx
qxHQ . 

В начале участка откладываем ординату 60  слева от базы, в 

конце  0 . Соединяем прямой. 

Уравнение для изгибающего момента: 

м5

мкН150

0

0

2
11

1

11A









xx

x
qxxHM

z
. 

В начале участка откладываем  0 , в конце 150  справа от 

базы, поскольку в уравнении 
z

M нагрузка, имеющая тот же знак, что и 

ордината 150  
А

Н растягивает правые (внутренние) волокна. Со-

единяем обе ординаты параболой, выпуклость которой направляем в 

сторону действия q, то есть вправо. 

Рассмотрим участок II. Проведем сечение, перпендикулярное оси 

стержня. Отбросим правую часть рамы. Рассмотрим равновесие левой 

её части, обозначим расстояние от начала участка (точка С) до прове-

денного сечения через 
2

х . 

Неравенство будет иметь вид м40
2
 х . 

Уравнение для продольной силы: 

0512605  qHN
A

, 

следовательно, база участка остается пустой. 

Уравнение для поперечной силы: 

кН2,8
A

 RQ
y

. 

Ординату  2,8  откладываем снизу от базы в начале и в конце 

участка. Соединяем прямой. 

Уравнение для изгибающего момента: 

м4

мкН2,117

0

мкН150
5,255

22

A2A









xx
qHxRM

z
. 

В начале участка откладываем ординату 150 , в конце 

 2,117 . Обе снизу от базы, поскольку в уравнении 
z

M  нагрузка, 

имеющая тот же знак, что и откладываемые ординаты  
А

Н  растяги-

вает нижние (внутренние) волокна. Ординаты соединяем прямой. 

Рассмотрим участок III. Проведем сечение, перпендикулярное оси 

стержня. Отбросим верхнюю часть рамы. Рассмотрим равновесие её 

нижней части, обозначив расстояние от начала участка, (точка D) до 
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проведенного сечения через 
3

х . Неравенство будет иметь вид: 

м50
3
 х . 

Уравнение для продольной и поперечной силы: 

0

0 





Q

N
, следовательно, базы этих эпюр на участке остаются пустыми. 

Уравнение для изгибающего момента: 

мкН8 
ez

MM . 

Ординаты 8 откладываем в начале и в конце участка слева от 

базы, поскольку 
е

М  растягивает левые волокна. 

Рассмотрим участок IV. Проведем сечение, перпендикулярное оси 

стрежня. Отбросим левую часть рамы и рассмотрим равновесие пра-

вой, обозначив расстояние от начала участка (точка В) до проведенно-

го сечения через 
4

х . Неравенство будет иметь вид: м30
4
 х . 

Уравнение для продольной силы:  

0 N , эпюра на участке отсутствует. 

Уравнение для поперечной силы: 

кН2,28
y


B

RQ . 

Ординату  2,28 откладываем в начале и в конце участка снизу 

от базы. Соединяем прямой.  

Уравнение для изгибающего момента: 

м3

мкН6,84

0

0

44

4









xx
xRM

Bz
. 

В начале ординат откладываем  0 , в конце  6,84 снизу от ба-

зы, поскольку 
В

R  тянет нижние (внутренние) волокна. 

Рассмотрим участок V. Проведем сечение, перпендикулярное оси 

стержня. Отбросим левую часть рамы и рассмотрим равновесие пра-

вой, обозначив расстояние от начала участка (точка К) до проведенно-

го сечения через 
5

х . Неравенство имеет вид: м30
5
 х . 

Уравнение для продольной силы:  

N=0, эпюра на участке отсутствует. 

Уравнение для поперечной силы: 

кН2,8202,28  FRQ
By

. 

В начале и в конце участка откладываем ординаты  2,8 снизу от 

базы. Соединяем прямой. 

Уравнение для изгибающего момента: 
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 
м3

мкН2,109

0

мкН6,84
x3

55

55









xx
FxRM

Bz
. 

В начале участка откладываем  6,84 , в конце  2,109 снизу от 

базы, поскольку в уравнении 
z

M  нагрузка, имеющая тот же знак, что 

и откладываемые ординаты (
B

R ) растягивает нижние (внутренние) 

волокна. Эпюры N, 
y

Q , 
z

M  представлены на рис. 1.9. 

Пример 1.8. Построить эпюры внутренних силовых факторов в 

раме (рис. 1.10). 

Решение: Как уже было отмечено ранее (пример 1.6), при наличие 

в статически определимой системе жесткой заделки, реакции в ней 

можно не определять, но все уравнения для внутренних силовых фак-

торов записывать при движении со стороны свободного конца. В рам-

ках данного пособия в учебных целях определим опорные реакции. 

,0X  FH
A

 кН20
A

H ; 

,03
A

 qRY кН36
A

R ; 

,065,13  FqMMM
eAA  мкН74 

A
M . 

Так как реакция получилась отрицательной, то следует поменять 

ее направление на противоположное заданному, то есть против часо-

вой стрелки. 

Проверка: 

Для проверки в рамах с жесткой заделкой целесообразно исполь-

зовать уравнение моментов, составленное относительно любой точки 

рамы, исключая саму заделку. 

.03364207485,1312

220345,132



 AAAeс
RHMMqFM

 

Участок I ( м20
1
 х ) 

N=0, эпюра на участке отсутствует. 

кН20 FQ
y

. 

Ординату  20 откладываем в начале и в конце участка с внеш-

ней стороны. Соединяем прямой. 

м2

мкН40

0

0

11

1









хх
F хМ

z . 

В начале участка откладываем  0 , в конце  40  справа от ба-

зы, поскольку сила F растягивает правые (внешние) волокна. 



 27 

4
м

2
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I
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N
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[к Н ]

2 0
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x 2

x1

x 3

R А = 3 6 к Н

М А = 7 4 к Н ·м

А
H А = 2 0 к Н

М е = 8 к Н ·м С

q = 1 2 к Н /м

F = 2 0 к Н
D

 
Рис. 1.10. К примеру 1.8: 

а – схема плоской рамы, б – эпюра продольных сил, 

в – эпюра поперечных сил, г – эпюра изгибающих моментов 
 

Участок II ( м30
2
 х ) 

кН20 FN . 
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Ординату  20  откладываем в начале и в конце участка снизу от 

базы (с внутренней стороны). 

м3

кН36

0

0

2









22

y
xx

qxQ . 

В начале участка откладываем  0 , в конце 36 снизу от базы. 

Соединяем прямой. 

м3

мкН14

0

мкН40

2
2

22

2

2









xx

x
qxFM

z
. 

В начале участка откладываем  40  сверху от базы, поскольку в 

уравнении 
z

M  нагрузка, имеющая тот же знак, что и ордината 

 40  F , растягивает верхние волокна. В конце участка откладываем 

14  снизу от базы, поскольку в уравнении 
z

M  нагрузка, имеющая 

тот же знак, что и ордината 14  (q), растягивает нижние волокна. 

Ординаты соединяем параболой, выпуклость которой направлена 

вверх. 

Участок III ( м40
3
 х ) 

кН363  qN . 

Ординату 36  откладываем в начале и в конце участка слева от 

базы. Соединяем прямой. 

кН20 FQ
y

. 

Ординату  20  откладываем в начале и в конце участка справа 

от базы. Соединяем прямой. 

 
м4

мкН74

0

мкН6
25,13

3









33

ez
xx

xFqMM . 

В начале участка откладываем  6 слева от базы, так как в урав-

нении 
z

M  нагрузка, имеющая тот же знак, что и ордината  6  q , 

растягивает левые волокна. В конце участка откладываем 74  спра-

ва от базы, так как в уравнении 
z

M нагрузки, имеющие тот же знак, 

что  и ордината 74   FM
e

и , растягивают правые волокна. Орди-

наты соединяем прямой.  

Обратите внимание,  что ординаты, отложенные на эпюрах в точ-

ке А полностью соответствуют найденным ранее реакциям 
A

H , A
R  и 

A
M . 
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2. ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ 

 

2.1. Основные геометрические характеристики плоских сечений 

 

При изучении вопросов прочности, жесткости и устойчивости 

конструкций приходиться использовать некоторые геометрические 

характеристики поперечных сечений, простейшей из которых является 

площадь. Рассмотрим другие основные геометрические характеристи-

ки. 

Выделим в некотором плоском сечении площадью A бесконечно 

малую площадку dA (рис. 2.1) и привяжем ее к системе координат z0y. 

Тогда выражения  

 

A

y

A

z
zdAS   ydAS ;  

представляют собой статические мо-

менты плоского сечения относительно 

осей z и у. Они измеряются в м
3
 или см

3
. 

Если известны координаты центра 

тяжести сечения (zс и ус), то 

.;
cycz

AzS   AyS                        (2.1) 

Для осей, проходящих через центр 

тяжести сечения C (центральные оси)   

Рис. 2.1. Плоское сечение          Sz = Sy = 0.                                         
 

Формулы (2.1) обычно используются для определения положения 

центра тяжести сечения  

.;
A

ydA

A

S
y   

A

zdA

A

S
z

Az

c

Ay

c


                                                     (2.2) 

 

При сложной форме сечение разбивается на n простейших эле-

ментов, площади и координаты центров тяжести которых легко опре-

деляются. Тогда в формулах (2.2) принимают 

.;;

111






n

i

i

n

i

iciy

n

i

iciz
AA  zAS   yAS     (2.3) 

Выражения 

 

A

P

A

y

A

z
dAI    dAzI     dAyI

222
,;      (2.4) 
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называют соответственно осевыми моментами инерции (относи-

тельно осей z и у) и полярным моментом инерции плоского сечения. 

Поскольку из рис. 2.1 следует, что ,
222

zy  то 

,)(
22

yz

A

P
IIdAzyI     

то есть полярный момент инерции плоского сечения относительно 

точки пересечения двух взаимно перпендикулярных осей равен сумме 

осевых моментов инерции относительно этих осей. 

В некоторых расчетах используются радиусы инерции, вычисляе-

мые по формулам  

AIiAIi
yyzz

 /      (2.5) 

Центробежным моментом инерции плоского сечения относи-

тельно двух взаимно перпендикулярных осей z и y называется выраже-

ние  

.

A

zy
zydAD       (2.6) 

Если хотя бы одна из указанных вы-

ше осей является осью симметрии сече-

ния, то центробежный момент инерции 

равен нулю. Например, при симметрии 

сечения относительно оси y (рис. 2.2) цен-

тробежные моменты инерции симметрич-

но расположенных площадок dA1 и dA2 

при z2 = –z1 в сумме дают нуль, в силу чего 

и для всего сечения величина Dzy равна 

нулю. Моменты инерции измеряются в м
4
 

или см
4
. 

В отличие от статических моментов 

сечения и центробежного момента инер-

ции, которые могут иметь любой знак или 

быть равными нулю, осевые и полярный моменты инерции всегда по-

ложительны. При вычислении моментов инерции сложных фигур их, 

как и в случае определения статических моментов сечения, разбивают 

на n простых частей и используют формулы  

.;;;

1111






n

i

zyizy

n

i

pip

n

i

yiy

n

i

ziz
DD   II   II   II   (2.7) 

Для сечений из прокатных профилей геометрические характери-

стики приводятся в таблицах сортамента (прил. 1). 

Рис. 2.2. Сечение с 

осью симметрии y 
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2.2. Моменты инерции простейших фигур  

относительно центральных осей 

 

Рассмотрим вычисление осевых моментов инерции на примере 

прямоугольного сечения с площадью A= bh (рис. 2.3).  

 
Рис. 2.3. Прямоугольное сечение: 

а − к вычислению Iz, б − к вычислению Iy 

 

Принимая dA = bdy (рис. 2.3, а), находим 

.
123

2

3

2
3

33

2

2

22 bh

h
b

h
b

bdyydAyI

h

hA

z























 


                (2.8) 

Аналогично, принимая dA = hdz (рис. 2.3, б), получаем 

.
123

2

3

2
3

33

2

2

22 hb

b
h

b
h

hdzzdAzI 

b

bA

y























 


   (2.9) 

Подобным образом можно вычислить моменты инерции и для 

других простейших фигур (рис. 2.4). 

Тогда для прямоугольного треугольника (рис. 2.4, а) 

;
36

,
36

,
2

33
hb

I   
bh

I
bh

A
yz
                  (2.10) 

для равнобедренного треугольника (рис. 2.4, б) 

;
48

,
36

,
2

33
hb

I   
bh

I
bh

A
yz
  
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Рис. 2.4. Простейшие фигуры: 

а − прямоугольный треугольник, б − равнобедренный треугольник,  

в − круг, г − полукруг, д − четверть круга 

а б

в г

д



 33 

для круга (рис. 2.4, в) 

;
464

,
4

44

2

2
RD

I IR
D

A
yz








                (2.11) 

для полукруга (рис. 2.4, г) 

 
;11,0

72

649
,

8128
,

28

4

424422

R
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I   
RD

 I
RD

A
yz

















  

для четверти круга (рис. 2.4, д) 

.055,0,
416

4

22

RI I
RD

A
yz






                (2.12) 

 

2.3. Изменение моментов инерции  

при параллельном переносе осей 

 

Пусть для сечения с площадью A (рис. 2.5) известны статические 

моменты и моменты инерции относительно осей z и y. Определим мо-

менты инерции относительно осей z1 и y1 при условии параллельности 

соответствующих осей. 

Из рис. 2.5 следует, что y1= y + a, а z1= z + b. Тогда 

 

    .2

;
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





Если оси z и y являются центральными, то Sz= Sy=0 и тогда 

 

  

AbaII

abADD

AbII    AaII

pp

zyyz

yyzz

)13.2(
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;
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22

1

11
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1
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1




















Следовательно, моменты инер-

ции относительно центральных 

осей (когда a=b=0) имеют 

наименьшие значения. 

 
Рис. 2.5. Сечение с параллельными осями 
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Пример 2.1: Определение геометрических характеристик плоских 

сечений. 

Задание: Вычислить для заданного сечения (рис. 2.6) осевые мо-

менты инерции и статические моменты относительно осей z и y. 

Решение: Разбиваем сечение на пять простейших фигур. Исполь-

зуя рис. 2.3, 2.4, определяем положения их центров тяжести Ci и про-

водим центральные оси zi и yi. 

Вычислим площади каждой фигуры и, используя формулы (2.8) − 

(2.12), находим моменты инерции относительно осей zi и yi: 

1) для прямоугольника: 

A1= 12∙4 = 48 см
2
, 4

3

1
см64

12

412





z
I ,  4

3

1
см576

12

412





y
I ;  

2) для прямоугольного треугольника: 

A2= 
2

1
12∙3 = 18 см

2
, 4

3

2
см9

12

312





z
I ,  4

3

2
см144

12

312





y
I ; 

3) для круга: 

A3= 3,14∙1
2
 = 3,14 см

2
, 4

4

33
см785,0

4

114,3





yz
II ;   

4) для полукруга: 

2

2

4
см28,6

2

214,3



A , 

4

4

4
см28,6

8

214,3





z
I  , 

44

4
см76,1211,0 

y
I ; 

5) для четверти круга: 

2

2

5
см14,3

4

214,3



A  , 

44

55
см88,02055,0 

yz
II . 

Определим координаты центров тяжести Ci относительно задан-

ных осей zi и yi: 

a1= a3= a4= 2 см,  a2= 4+1= 5 см,  a5= 2  0,85 = 1,15 см, 

b1= 1 см,  b2= 12  4  5 = 3 см,  b3= 0,  b4=  (5  0,85) =  4,15 см, 

b5= 12  5 + 0,85 = 7,85 см. 

Моменты инерции относительно осей z и y вычисляем, используя 

формулы (2.7) и (2.13), а статические моменты − по формулам (2.3). 

При этом геометрические характеристики отверстия и выреза прини-

маем со знаком «−». 
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         
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1
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см17115,114,3228,6214,3518248

i

iiz
aAS , 
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



5

1

3
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i

iiy
bAS  

 

2.4. Изменение моментов инерции при повороте осей.  

Главные моменты инерции и главные оси 

 

Исследуем изменение моментов инерции при повороте осей коор-

динат (рис. 2.7). Пусть известны величины моментов инерции относи-

тельно осей z и у. Определим моменты инерции относительно осей z1 и 

y1, повернутых относительно заданных на угол α. Выразим координаты 

z1 и y1 площадки dA через координаты z и у 

z1 = OC + CD = OC + AE = z cosα + y sinα; 

y1 = BE – DE = BE – CA = y cosα – z sinα. 

Тогда, подставляя эти выражения в формулы (2.4) и (2.6), получа-

ем 
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 
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С изменением угла поворота α каждый из моментов инерции Iz1 и 

Iy1 меняется, но их сумма, равная 

Ip, остается неизменной. Следова-

тельно, существует такое значение  

α = α0, при котором один из мо-

ментов инерции достигает своего 

максимального значения, в то вре-

мя как другой принимает мини-

мальное значение. Для нахождения 

угла α0 приравняем нулю первую 

производную, например, от Iz1  

 
 

    Рис. 2.7. Сечение с  

   повернутыми осями 
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или, умножая на -1, получаем 

  .02cos22sin
00


zyyz
DII

                            (2.15) 

Отсюда  
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0
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II

D
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


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                (2.16) 

Поскольку из формулы (2.16) имеем два значения угла (α0′ и  

α0″ = α0′+90º), то получаем положения двух взаимно перпендикуляр-

ных осей, для которых, при сопоставлении формул (2.15) и третей из 

формул (2.14), центробежный момент инерции становится равным ну-

лю. Такие оси называют главными осями инерции сечения. На чер-

тежах они обычно обозначаются буквами v (или max) и u (или min). 

Если они проходят через центр тяжести сечения, то они являются 

главными центральными осями инерции. По умолчанию все расче-
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ты в сопротивлении материалов делаются именно относительно этих 

осей. Ось максимума всегда составляет меньший угол с той из осей (z 

или у), относительно которой осевой момент инерции имеет большее 

значение. При положительном угле α0 главные оси повернуты относи-

тельно первоначальных осей против хода часовой стрелки. Плоскости, 

проходящие через главные центральные оси инерции, называются 

главными плоскостями инерции бруса 

Моменты инерции относительно главных осей называют глав-

ными моментами инерции. Для определения их значений заменим в 

двух первых формулах (2.14) все тригонометрические функции (при-

нимая α = α0) на tg2α, используя выражения  

   

.

2tg1

1
2cos;2cos2tg2sin

;2cos1
2

1
sin;2cos1

2

1
cos

0

2
0000

00

2

00

2







   

     

 

Затем, используя формулу (2.16) и объединяя результаты преобра-

зований, окончательно получаем 

.
22

2

2

min

max zy

yzyz

u

v
D

IIII
II 













 



                 (2.17) 

 

Пример 2.2. Определение геометрических характеристик плоских 

сечений. 

Задание: Для заданного сечения (рис. 2.8) определить положение 

главных центральных осей и вычислить относительно них главные 

моменты инерции. 

 

Решение: Сечение состоит из двух прокатных элементов. Исполь-

зуя таблицы сортамента (приложение 1), записываем их геометриче-

ские характеристики (при этом следует согласовывать положения эле-

ментов в заданном сечении и в сортаменте), определяем положение 

центров тяжести элементов Ci и проводим центральные оси zi и yi (рис. 

2.8). 

1) Уголок неравнополочный № 10/6,3 (с толщиной полок −  

10 мм) по ГОСТ 8510–86: 

y01= 3,4 см;  z01= 1,58 см;  A1= 15,5 см
2
 ;  

4

1
см154

z
I ; 

4

1
см1,47

y
I  ;  

4
см3,28

min
I ;  387,0tg  . 
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Вычисляем угол наклона оси min:   
21387,0arctg  .  

 
Рис. 2.8. К примеру 2.2 

 

Максимальный момент инерции находим из условия  

minmaxyz
IIII 

11 . Тогда 

4

11
см8,1723,281,47154 

minyzmax
IIII  

Центробежный момент инерции определяем по формуле 




 2sin
11

2

II
D

minmax

yz , 
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в правой части которой принимается знак «+», если края полок уголка 

расположены в тех четвертях системы осей z1 и y1, где координаты 

имеют одинаковые знаки (как в рассматриваемом примере), в против-

ном случае принимается знак «». Следовательно, 

  4

11
см3,48212sin

3,288,172







2
D

yz . 

При вычислении центробежного момента инерции для равнопо-

лочных уголков принимается α = 
45 . 

 

2) Швеллер № 20а по ГОСТ 8240–72: 

z02=2,28см; A2=25,2см
2
; 

4

2
см1670

z
I ; 

4

2
см139

y
I ; 0

22


yz
D ,  

(так как ось z2 является осью симметрии). 

Для определения положения центра тяжести всего сечения прово-

дим вспомогательные оси z и y и вычисляем относительно них коорди-

наты центров тяжести элементов сечения Ci: 

a1= 20  y01= 20 3,4 = 16,6 см;  a2= 20  2 = 10 см; 

b1= 8 + z01= 8 + 1,58 = 9,58 см;  b2= 8  z02 = 8  2,28 = 5,72 см. 

Находим статические моменты относительно осей z и y и площадь 

сечения: 

 




2

1

3
см509102,256,165,15

i

iiz
aAS , 

 




2

1

3
см29372,52,2558,95,15

i

iiy
bAS  

22

1
см7,402,255,15   i i

AA . 
 

По формулам (2.2) вычисляем координаты центра тяжести всего 

сечения C: 

смz
c

2,7
7,40

293
 ;    смy

c
5,12

7,40

509
  

Проводим через точку C центральные оси zс и yс и вычисляем от-

носительно них координаты центров тяжести элементов по формулам 

 
тогда 

 

 
Используя формулы (2.13), находим моменты инерции относи-

тельно осей zс и yс: 
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 ; 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

По формуле (2.16) определяем угол поворота α0 

306,0
3292242

29322
2tg

0










yczc

zcyc

II

D
;  

2α0= 17º;   α0=  8,5º. 

Поскольку α0  0, то для получения положения главных централь-

ных осей поворачиваем на этот угол оси zс и yс по часовой стрелке. Так 

как  , то ось v (ось max) расположена ближе к оси zc, а другая 

ось − ось u (ось min). 

Величины главных моментов инерции вычисляем по формуле 

(2.17) 

 

 
 

Iv=  см
4
;   Iu=  см

4
. 
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3. РАСЧЕТ СТАТИЧЕСКИ ОПРЕДЕЛИМОЙ БАЛКИ  

НА ПРОЧНОСТЬ И ЖЕСТКОСТЬ ПРИ ИЗГИБЕ 

 

3.1. Основные понятия в теории изгиба 

 

Изгибом называется такой вид нагружения, при котором в попе-

речных сечениях стержня возникает изгибающий момент и поперечная 

сила. Такой изгиб называется поперечным. Если в поперечных сече-

ниях стержня возникает только изгибающий момент, то такой изгиб 

называется чистым. 

Изгиб называется плоским, или прямым, если внешняя нагрузка 

расположена в одной плоскости, совпадающей с продольной плоско-

стью симметрии стержня (рис. 3.1). 

 
Рис. 3.1. Плоский изгиб Рис. 3.2. Выделенный элемент балки 

 

При плоском (прямом) изгибе прогиб балки происходит в плоско-

сти действующей нагрузки. 

Плоскости XY и XZ, проходящие через ось балки и одну из глав-

ных центральных осей инерции называются главными плоскостями. 

 

3.2. Нормальные напряжения при чистом изгибе 
 

Теория изгиба основана на следующих гипотезах: 

1. Поперечные сечения стержня, плоские до деформации, остают-

ся плоскими и перпендикулярными оси стержня после деформации. 

Эта гипотеза носит название гипотезы плоских сечений или гипоте-

зы Бернулли. 

2. Продольные волокна стержня не давят друг на друга. 

При изгибе волокна, расположенные с одной стороны оси стерж-

ня, растягиваются, а с противоположной – сжимаются. Слой, разделя-
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ющий зону сжатия и зону растяжения, называется нейтральным сло-

ем, а линия пересечения нейтрального слоя с плоскостью поперечного 

сечения – нейтральной линией. 

При изгибе стержня, симметричного относительно оси z, верти-

кальной нагрузкой (рис. 3.1) нейтральным слоем будет являться плос-

кость сечения x z, а нейтральной линией – ось z. 

Нормальные напряжения в произвольной точке поперечного сече-

ния на расстоянии y от нейтральной линии (рис. 3.2) определяются по 

формуле 

y
I

M

z

z
 ,    (3.1) 

 

где Mz – изгибающий момент;  Iz – момент инерции сечения. 

Из этой формулы следует:  

1. Нормальные напряжения распределены равномерно по ширине 

балки, то есть нормальные напряжения одинаковы в точках попереч-

ного сечения, расположенных на одинаковом расстоянии от оси z.  

2. Нормальные напряжения равны нулю на нейтральной линии 

(при y=0). 

3. Нормальные напряжения максимальны в крайних точках сече-

ния (при у = уmax). 

4. По высоте сечения напряжения изменяются по линейному за-

кону (пропорционально у) 

В точках, наиболее удаленных от оси z (при у = уmax): 

max

maxmax
yI

M
y

I

M

z

z

z

z
 .   (3.2) 

Обозначим 
z

z
W

y

I


max

 − осевой момент сопротивления. 

Тогда 
z

z

W

M


max
 → основная формула в расчетах на прочность 

при изгибе. 

Для различных форм поперечных сечений, симметричных относи-

тельно оси z распределение нормальных напряжений по высоте явля-

ется одинаковым. 
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Рис. 3.3. Распределение нормальных напряжений по высоте сечения  

для различных форм поперечных сечений 

 

Если сечение не имеет горизонтальной оси симметрии (рис. 3.4.), 

то максимальные нормальные напряжения 
max

  в наиболее удаленных 

точках не будут одинаковыми. 

 

z

z

W

M


 

max
; 

z

z

W

M


 

max
, 

где 

h

I
W

z

z


 ; 

h

I
W

z

z


 . 

 

 

 

Если материал одинаково сопротивляется растяжению и сжатию, 

то проверка прочности по нормальным напряжениям производится по 

формуле 

adm

z

z

W

M


max
,   (3.3) 

где 
adm

  – допускаемое нормальное напряжение, определяемое из 

справочной литературы. 

 

 

Рис. 3.4. Сечение, не имеющее  

горизонтальной оси симметрии 
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Если материал неодинаково сопротивляется растяжению и сжа-

тию (чугун, бетон и др.), то производится проверка прочности растя-

нутых и сжатых волокон в отдельности по формулам 

adm
t

z

zt

W

M
 max ;   (3.4) 

adm
c

z

zc

W

M
 max ,   (3.5) 

где max
t

 , max
c

  – допускаемые напряжения на растяжение и сжатие 

соответственно. 

 

3.3. Моменты сопротивления 

 

Момент сопротивления характеризует прочность элемента кон-

струкции при изгибе, так как чем больше момент сопротивления, тем 

меньше нормальное напряжение и тем прочнее конструкция. 

Для прямоугольного и круглого сечения моменты сопротивления 

представлены ниже (рис. 3.5, 3.6). 

 

 

6

2
bh

W
z
 ; 

6

2
hb

W
y
 . 

 

 
Рис. 3.5. Прямоугольное поперечное сечение 

 

 

 

 

 

32

3
d

WW
yz


  

 

 

 
Рис. 3.6. Круглое поперечное сечение 
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Для прокатных профилей моменты сопротивления приведены в 

сортаменте. 

Подбор сечения производится по формуле 

max



z

z

M
W .    (3.6) 

По величине Wz определяются поперечные размеры сечения. Если 

требуется подобрать прокатный профиль (швеллер, двутавр и др.), то 

по сортаменту выбирается такой номер профиля, у которого момент 

сопротивления является ближайшим большим к вычисленному значе-

нию Wz.. 

 

3.4. Нормальные напряжения при поперечном изгибе 

 

При поперечном изгибе (Qy≠0) происходит искажение попереч-

ных сечений от действия поперечных сил, а продольные волокна давят 

друг на друга. Однако это не оказывает заметного влияния на величи-

ну и характер изменения нормальных напряжений. Поэтому при попе-

речном изгибе нормальные напряжения определяются по тем же фор-

мулам, что и при чистом изгибе: 

y
I

M

z

z
   

z

z

W

M


max
.  (3.7) 

 

3.5. Касательные напряжения 
 

Касательные напряжения в поперечном сечении стержня на рас-

стоянии у от нейтральной линии (рис. 3.6) вычисляются по формуле 

Журавского Д.И.  

z

zy

Iyb

SQ






)(
,                     (3.8) 

где Sz – статический момент относитель-

но оси z заштрихованной части сечения;  

b(y) – ширина сечения на расстоянии y от 

нейтральной линии; Iz – момент инерции 

сечения. 

По закону парности касательные 

напряжения действуют также в продоль-

ных сечениях стержня. 

Эпюры распределения касательных 

напряжений по высоте различных сече-
Рис. 3.6. Произвольное  

поперечное сечение 
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ний, приведены на рис 3.7, 

где 
A

Q
y


2

3

max
 – для прямоугольного поперечного сечения; 

A

Q
y


3

4

max
– для круглого поперечного сечения; 

А – площадь поперечного сечения. 

 
Рис. 3.7. Распределение касательных напряжений по высоте сечения  

для различных форм поперечных сечений 

 

Касательные напряжения также распределены равномерно по ши-

рине сечения, как и нормальные напряжения, но характер их распреде-

ления по высоте сечения зависит от его формы. Однако для всех форм 

касательные напряжения равны нулю в крайних точках сечения, 

наиболее удалённых от нейтральной линии. 

Проверка прочности по касательным напряжениям производится 

по формуле 

adm

z

zy

Iyb

SQ







)(

max

max , (3.9) 

где τadm – допускаемое касательное напряжение. 

 

3.6. Главные напряжения 

 

Главными называются напряжения, которые действуют на глав-

ных площадках, а главными площадками – площадки, на которых каса-

тельные напряжения равны нулю. 

Величина и направления главных напряжений при изгибе опреде-

ляются по следующим формулам: 

2

2

min

max
42







 ; (3.10) 
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




2
2tg , (3.11) 

где нормальные напряжения определяются по формуле y
I

M

z

z
 , а 

касательные 
z

zy

Iyb

SQ






)(
. 

На нейтральной линии, где 0 , главные напряжения равны ка-

сательным, то есть 


max

, 
min

 

и направлены к оси стержня под углом ±45º. 

Условие прочности по главным напряжениям имеет следующий 

вид: 

adm








2

2

max
42

. (3.12) 

Проверка прочности по главным напряжениям производится в тех 

сечениях стержня, в которых изгибающий момент Mz и поперечная 

сила Qy имеют одновременно бόльшие значения. При этом по высоте 

сечения следует найти такие точки, в которых нормальные σ и каса-

тельные τ напряжения имеют одновременно бόльшие значения. Как 

правило, такими точками являются места резкого изменения сечения 

тонкостенных стержней, наиболее удалённых от оси z. 

 

3.7. Дифференциальное уравнение упругой линии 

 

Перемещение центра тяжести сечения в направлении, перпенди-

кулярном оси балки называется прогибом и обозначается 
max

 . Мак-

симальный прогиб (
max

 ) называется стрелой прогиба, а изогнутая 

ось балки – упругой линией (рис. 3.8). 

При изгибе центр тяжести поперечного сечения перемещается в 

горизонтальном направлении. В большинстве случаев эти перемеще-

ния малы и ими пренебрегают. 

Углом поворота сечения θ называется угол, на который повора-

чивается сечение относительно первоначального положения. 

Система координат выбирается следующая: начало координат в 

крайнем левом сечении балки, ось X – направлена вправо, ось Y – 

вверх.  

Прогиб балки положителен, если перемещение происходит вверх. 
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Угол поворота считают положительным при повороте сечения 

против часовой стрелки. 

 
Рис. 3.8. Изогнутая ось стержня 

 

Основное дифференциальное уравнение упругой линии при ма-

лых перемещениях 

z

z

EI

M

dx

d




2

2

.   (3.13) 

 

3.8. Метод непосредственного интегрирования.  

Граничные условия 

 

Используя обе части дифференциального уравнения упругой ли-

нии, получим формулу для определения углов поворота сечения: 

  Cdx
EI

M

z

z .   (3.14) 

Интегрируя второй раз, получим формулу для определения про-

гибов балки: 

  DCxdx
EI

M
dx

z

z ,  (3.15) 

где С и D – произвольные постоянные, определяемые из граничных 

условий, которые учитывают закрепление балки: 

1. Жесткое закрепление (заделка) 

В заделке равны нулю про-

гиб и угол поворота: 

0,0   

Граничные условия: 

0при0

0при0





х

х

А

А
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2. Шарнирное опирание. 

На шарнирных опорах ра-

вен нулю только прогиб: 0  

Граничные условия:  

.при0)2

;0при0)1





х

х

В

А
 

 

 

Недостаток метода непосредственного интегрирования – необхо-

димость определения большого количества произвольных постоянных 

при большом количестве участков балки.  

Если стержень имеет n участков, то необходимо определить 2n 

произвольные постоянные из граничных условий и условий сопряже-

ния линейных и угловых перемещений на границах смежных участков. 

 

3.9. Универсальное уравнение упругой линии 

(Метод начальных параметров) 

 

В методе начальных параметров (МНП) независимо от количества 

участков необходимо определить две произвольные постоянные из 

граничных условий. 

Для стержня постоянной жесткости 
z

EI и положительных направ-

лений внешних нагрузок и опорных реакций, представленных на рис. 

3.9, метод дает следующую формулу для определения прогибов, кото-

рая называется универсальным уравнением упругой линии: 

!4

)(

!4

)(

!3

)(

!2

)(
4432

00

i

i

i

i

i

i

i

izzz

dx
q

cx
q

bx
F

ax
MxEIEIEI











  , 

(3.16) 

где 
i

M , 
i

F , 
i

q  – внешние нагрузки, включая опорные реакции, распо-

ложенные между началом координат и сечением, в котором определя-

ется перемещение; 
iiii

dcba ,,
,

– расстояние от начала координат до    

точек приложения внешних нагрузок и опорных реакций; х – расстоя-

ние от начала координат до сечения, в котором определяется переме-

щение; 
0

 и 
0

 – начальные параметры (прогиб и угол поворота сече-

ния в начале координат), определяемые из граничных условий (см. п. 

3.8). 
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Рис. 3.9. К методу начальных параметров 

 

Если какая-либо из внешних нагрузок или опорных реакций имеет 

обратное направление, то перед соответствующим слагаемым в фор-

муле следует изменить знак на обратный. 

Дифференцируя универсальное уравнение упругой линии, полу-

чим формулу для определения углов поворота сечений: 

!3

)(

!3

)(

!2

)(
)(

332

0

i

i

i

i

i

iiizz

dx
q

cx
q

bx
FaxMEIEI








  .     (3.17) 

Недостаток метода: невозможность определить перемещение для 

балок переменного сечения. 

 

Пример 3.1. Расчет статически определимой стальной балки на 

прочность и жесткость при изгибе.  

 Задание: 

1. Из полученных в примере 1.5 раздела 1 эпюр внутренних сило-

вых факторов выбрать значения максимального изгибающего момента 
max

z
М и максимальной поперечной силы 

max

y
Q ; 

2. Определить необходимый момент сопротивления сечения; 

3. Подобрать заданные сечения (рис. 3.10) по нормальным напря-

жениям, полагая 160
adm

МПа и построить эпюры нормальных 

напряжений. Проверить прочность заданных сечений по касательным 

напряжениям, полагая МПа;96МПа1606,06,0 
admadm

 

4. Определить рациональное сечение балки; 
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5. Вычислить прогибы балки рационального сечения методом 

начальных параметров, полагая Е=2∙10
5
МПа, и построить упругую 

линию; 

6. Проверить жесткость балки, полагая l
adm

01,0 , где l – полная 

длина балки. 

 

Рис. 3.10. Заданные сечения 

 

Решение: 

1. 50
max


z

М кН∙м,  57,42
max


y

Q кН. 

2. Необходимый момент сопротивления сечений: 

        3

2

2

5

см5,312

см

Н
10160

смН1050







z
W . 

3.   Расчет на прочность балки круглого поперечного сечения. 

а) Определение размеров поперечного сечения. 

 

 
Рис. 3.11. Эпюры нормальных и касательных напряжений  

для балки круглого поперечного сечения 

см7,14
325,312

см5,312
32

3
3

3








 D

D
W

z
. 
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Принимаем D =15 см. 

б) Проверка прочности по нормальным напряжениям: 

МПа160МПа98,150

см

Н
15098

32/15

смН1050

23

5max

max







adm

z

z

W

M
,       

условие прочности удовлетворяется. 

в) Проверка прочности по касательным напряжениям: 

МПа,96МПа21,3

см

Н
321

см63,176

Н1057,42

3

4

3

4

22

3max

max





adm

y

А

Q
 

где 2

22

см63,176
4

см1514,3

4








D
А – площадь поперечного сечения. 

Условие прочности удовлетворяется. 

 

Расчет на прочность балки прямоугольного поперечного сечения 

при условии h=3b. 

а) Определение размеров прямоугольного поперечного сечения. 

 
Рис. 3.12. Эпюры нормальных и касательных напряжений  

для балки прямоугольного поперечного сечения 

      

см93,5
5,1

5,312
см5,3125,1

6

9

6

)3(

6
3

233

22

 bbb
bbbh

W
z

. 

Принимаем b = 6 см, тогда h=3b=3∙6=18см. 

б) Проверка прочности по нормальным напряжениям. 

МПа160МПа32,154

см

Н
15432

6

см18см6

смН1050

22

5max

max







adm

z

z

W

M
, 

условие прочности удовлетворяется. 

в) Проверка прочности по касательным напряжениям 
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МПа96МПа94,3

см

Н
394

см108

Н1057,42

2

3

2

3

22

3max

max





adm

y

A

Q
, 

где А=bh=6см∙18см=108см
2
. 

Условие прочности удовлетворяется. 

Расчет на прочность балки двутаврового поперечного сечения. 

 

 
Рис. 3.13. Эпюры нормальных и касательных напряжений  

для балки двутаврового поперечного сечения 

 

а) Определение размеров двутаврового поперечного сечения.  

По сортаменту (прил. 1) принимаем балку №27, у которой 

Wz=371см
3
>312,5см

3
, h=27см, b=12,5см, d=0,6см, t=0,98см, A=40,2см

2
, 

масса 1м=31,5 кг, Iz=5010 см
4
, Sz=210 см

3
. 

б) Проверка прочности по нормальным напряжениям: 

МПа160МПа77,134

см

Н
13477

см371

смН1050

23

5max

max





adm

z

z

W

M
, 

условие прочности  удовлетворяется. 

в) Проверка прочности по касательным напряжениям: 

МПа96МПа74,29

см

Н
2974

см5010см6,0

см210Н1057,42

)(
24

33max

max












adm

z

zy

Iyb

SQ
, 

где b(y)=d=0,6см. 

Определим касательные напряжения в месте перехода полки в 

стенку. Статический момент сечения будет равен: 

3
см37,159)

2

см98,0

2

см27
см(98,0см5,12)

22
( 

th
tbS

z . 

Тогда при b(y)= b =12,5см 

МПа08,1

см

Н
108

см5010см5,12

см37,159Н1057,42

)(
24

33max

max












z

zy

Iyb

SQ
; 
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при b(y)=d=0,6см 

МПа57,22

см

Н
2257

см5010см60,

см37,159Н1057,42

24

33






 . 

4. Определим рациональное сечение балки. Для этого определим 

массу каждого сечения. 

m
○
=l∙A∙γ=1200 см∙176,63 см

2
∙7,8 г/см

3
=1653257 г=1653,2 кг; 

m
□
= l∙A γ ∙=1200 см∙108 см

2
∙7,8 г/см

3
=1010880 г=1010,9 кг; 

m
I
= l∙масса1м =12 м∙31,5 кг=378 кг, 

где l – длина балки; А – площадь поперечного сечения; γ – удельный  

вес металла. 

Наиболее рациональным является двутавровое поперечное сече-

ние, так как в этом случае балка имеет наименьшую массу. 

5. Определим прогибы балки рационального сечения методом 

начальных параметров (МНП). 

Граничные условия: 

1) υА=0 при х=0; 

2) υВ=0 при х=7м. 

В соответствии с этими граничными условиями приравниваем ну-

лю универсальное уравнение упругой линии (формула (3.16)): 

1) EIz υА=EIzυ0+EIzϑ0∙0=0  EIzυА=0; 

2) 2,350
2

)37(

24

)37(
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
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

z

еA

zzBz
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MqR
EIEIEI кН∙м

2
. 

Прогиб балки при х=3м: 

17,81
6
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3
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
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zzсz
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

z
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EI

 

где Е – модуль упругости стали, Iz – момент инерции рационального 

сечения. 

Прогиб балки при х=12м: 


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Линия прогибов представлена на рис. 3.14. 

 

 
Рис. 3.14. Линия прогибов балки 

 

6. Проверка жесткости балки. 

Максимальный прогиб балка имеет на конце консоли υmax=0,95см. 

Допускаемый прогиб υadm=0,01l=0,01∙1200см=12см. Условие жесткости 

выполняется, так как υmax< υadm. 

 

4. РАСЧЕТ БАЛОК НА УПРУГОМ ОСНОВАНИИ 

 
4.1. Общие сведения 

 

Для расчета конструкций на упругом основании используются 

разнообразные методы расчета. Например, для вычисления напряже-

ний в основании массивных абсолютно жестких сооружений (рис. 4.1) 

можно применить формулы сопротивления 

материалов: 

,

z

z

W

M

A

N
  

где следует принять:     N = –F,      Mz = Fa,  

Wz = bh
2
/6. 

Напряжения в основании можно опре-

делить по формулам теории упругости, как 

для жесткого штампа. 

Рассмотрим расчет балок на упругом 

основании с применением гипотезы о про-

порциональной зависимости между реакци-

ей и осадкой основания. Эта гипотеза отно-

сительно свойств грунта была предложена Н.И. Фуссом в 1801 г. и 

применена Винклером в 1867 г. к балкам на упругом основании. 

Согласно гипотезе Фусса – Винклера, реакция упругого основа-

ния в каждой точке пропорциональна прогибу балки: 

)()(
0

xkxkbq
R

  , 

a F 

h 

Рис. 4.1. Конструкция 

на упругом основании 

σ1 σ2 

 см


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где b – ширина сечения балки; )( x  – просадка основания; k –

коэффициент податливости основания (коэффициент постели).  

Дифференциальное уравнение упругой линии балки имеет вид: 

),/(/
22

EIMdxd   

дифференцируя которое два раза, получаем  

.
2

2

4

4

q

dx

Md

dx

d
EI 


   (4.1) 

Для ненагруженного участка балки единственной распределенной 

нагрузкой будет отпор упругого основания, то есть 

)(
0

xkqq
R

 .   (4.2) 

Подставляя значение (4.2) в формулу (4.1), получим 

.0)( 
04

4

 xk

dx

d
EI 


   (4.3) 

Введем обозначение 











м

1
   

4

4

EI

kb
  и приведем уравнение (4.3) 

к виду  

0)(4)(
4

 xx
IV

 .   (4.4) 

Общее решение уравнения (4.4) имеет вид: 

).sincos()sincos()( xDxCexBxAex
xx







 (4.5) 

Произвольные постоянные A, B, C, D определяются из граничных 

условий. Коэффициент α является основной характеристикой жест-

кости балки на упругом основании. 

 

4.2. Расчет бесконечной балки на упругом основании 

 

Балка считается бесконечно длинной, если расстояние от края 

нагрузки до ближайшего его конца составляет более 1,5π/α (рис. 4.2). 

Упругая линия бесконечно длинной балки симметрична относительно 

точки приложения груза F, поэтому будем рассматривать одну поло-

вину балки с началом координат в точке приложения груза. 

В длинных балках влияние сосредоточенного груза с расстоянием 

затухает. Так как при x  прогиб и кривизна оси балки равны ну-

лю, то решение (4.5) можно упростить 

).sincos( xDxCe
x




    (4.6) 



 58 

Для определения постоянных интегрирования, поставим гранич-

ные условия: 0   при х = 0 и 2// FEIdxdMQ   также при х 

= 0 (в середине балки, но справа от оси у,  рис. 4.2). 

Из первого граничного условия получаем  –C + D = 0, или C = D. 

Второе граничное условие принимает вид:  

2/)cos4(
0

3
FxCeEI

x

x







  и тогда C = –F/(8α
3
EI).        

 

Рис. 4.2. Бесконечная балка на упругом основании 

 

Окончательно формула (4.6) принимает вид: 

),sin(cos

8
3

xxe

EI

F x





    (4.7) 

кроме того  

 ,cossin
4

xxe
F

EIM
x




 


 

.cos
2

xe
F

EIQ
x

 


   (4.8) 

На рис. 4.2 представлены эпюры, построенные по формулам (4.7) 

– (4.8). Длина, через которую появляются нулевые значения υ, M, Q, 

будет определяться равенством x = π/α. По формулам (4.7), (4.8) стро-

ятся эпюры для правой половины балки. Эпюры υ и М – симметричны, 

а эпюра Q – кососимметрична относительно начала координат. 

y 

F 

F/2 

Рис. 4.2. 

Балка бес-

конечной 

длины 

3π/(4α) 

Mmax 

F/2 
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Q 

π/α 
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Если на балку действуют несколько сосредоточенных сил, то мо-

мент в соответствующем 

сечении равен сумме 

моментов, вызываемых 

каждой силой. 

При загружении 

равномерно распреде-

ленной нагрузкой q по 

закону независимости 

действия сил можно 

написать (рис. 4.3) 
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4.3. Расчет коротких балок на упругом основании 

 
К коротким относятся балки, у которых расстояние от сосредото-

ченного воздействия до ближайшего края балки меньше, чем длина 

затухания краевого эффекта 
кэ

 , где  – параметр, определяе-

мый по формуле: 

4

4
z

EI

kb
 , 

где k – коэффициент постели, b – ширина сечения балки, E – модуль 

упругости балки, 
z

I  − момент инерции поперечного сечения балки. 

Следует отметить, что краевым эффектом называются затухаю-

щие с удалением от мест приложения сосредоточенных воздействий 

возмущения прогибов и внутренних усилий. 

Под действием приложенной нагрузки балка на упругом основа-

нии будет прогибаться, причем в зоне сжатия осадка основания равна 

прогибу балки )( x . В действительности основание получает не толь-

ко упругие, но и остаточные деформации, но мы будем считать, что 

грунт работает лишь в пределах упругих деформаций. Зависимость 

между интенсивностью давления 
R

q и осадкой )( x  принимают ли-

нейной  

Рис. 3 

y 

A 

x dx 

x b c 

q 

Рис. 4.3. Балка, загруженная  

равномерно-распределенной нагрузкой 
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)( xkbq
R

 , 

где коэффициенты постели k приводятся в справочниках и зависит от 

вида грунта (табл. 4.1). 

Таблица 4.1 

Значения коэффициента постели для различных грунтов 
№ Вид грунта k, Н/см3 

1 Песок свеженасыпной; глина мокрая, размягченная 1…5 

2 
Грунты средней плотности: песок слежавшийся; гра-

вий насыпной; глина влажная 
5…50 

3 
Грунты плотные: песок и гравий, плотно слежавшие-

ся; щебень; глина влажная 
50…100 

4 
Грунты весьма плотные: грунт песчано-глинистый, 

искусственно уплотненный; глина твердая 
100…200 

5 Известняк, песчаник, мерзлота 200…1000 

6 Твердая скала 1000…15000 

Обозначим внешнюю нагрузку через q0, то уравнение упругой оси 

балки будет иметь вид: 

,)(
0002

2

4

4

qxkqq

dx

Md

dx

d
EI

R

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или  

.)()(
00

qxkxEI
IV

    (4.10) 

Общее решение однородного уравнения имеет вид (формула (4.5)): 

)sincos()sincos()( xDxCexBxAex
xx




 

А.Н. Крылов предложил вместо этого интеграла принимать реше-

ние в форме: 

       ,)(
4321
 DYCYBYAYx   (4.11) 

где        
4321

,,, YYYY  − функции А.Н.Крылова, имеющие вид: 

  ;cos
1
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   ;cossin
2

1

2
 shchY  

  ;sin
2

1

3
 shY    (4.12) 

   ;cossin
4

1

4
 shchY  

ξ = αх. 

Для определения четырех постоянных A, B, C, D сформулируем 

граничные условия при х = 0 

υ(0) = υ0 ;  0
)0(   ; ;)0()0(

0
MEIM    

0
)0()0( QEIQ   .    (4.13) 
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Подставив (4.5) в равенства (4.13), получим систему четырех 

уравнений относительно постоянных A, B, C, D, решив которую выра-

зим эти постоянные через начальные параметры 
0

 , 
0

 , 
0

M  и 
0

Q :  

0
A ,  






0
B ,  

EI

M
C

2

0



 ,  
EI

Q
D

3

0



 . 

После подстановки этих постоянных обратно в (4.5) и группиров-

ки слагаемых по соответствующим начальным параметрам решение 

(4.5) получит вид 
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где 
0

 , 
0

 , 
0

M , 
0

Q  − прогиб, угол поворота сечения, изгибающий 

момент и поперечная сила в начале координат (начальные параметры); 

i
M , 

i
F , 

i
q  − внешние нагрузки; 

к

iq

н

iqiFiM
 ,,,  − безразмерные ко-

ординаты точек приложения внешних нагрузок и произвольного сече-

ния, определяемые как произведение коэффициента   на расстояние 

до соответствующей нагрузки (рис. 4.4).  

 
Рис. 4.4. Положительное направление внешних нагрузок 
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Продифференцировав функцию прогибов (4.14), переходим к уг-

лам поворота и далее по формулам   EIM  и   EIQ  к внут-

ренним усилиям: 
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Отпор грунта находится по формуле 

)(
0

xkq
R

 .   (4.18) 

Как и в обычной балке, в начале координат часть начальных па-

раметров всегда известна, а остальные определяются из граничных 

условий, формулируемых для противоположного конца стержня. 

Все возможные случаи опирания концов балки и их граничные 

условия представлены в табл. 4.2. Для определения функций           

А.Н. Крылова следует использовать табл. 4.3. 

Таблица 4.2 

Балки с различными условиями опирания 
Условия закрепления 

Неизвестные 

начальные  

параметры 

Граничные усло-

вия для опреде-

ления неизвест-

ных параметров 
Левого конца Правого конца 

1 2 3 4 

Свободен Свободен 
0

0
M  ?

0
  

0
0
Q  ?

0
  

0M  

0Q  

Свободен 
Шарнирно 

оперт 

0
0
M  ?

0
  

0
0
Q  ?

0
  

0M  

0   
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Окончание табл. 4.2 
1 2 3 4 

Свободен Заделан 
0

0
M  ?

0
  

0
0
Q  ?

0
  

0   

0   

Шарнирно 

оперт 
Свободен 

0
0
M  ?

0
Q  

0
0
  ?

0
  

0M  

0Q  

Шарнирно 

оперт 

Шарнирно 

оперт 

0
0
M  ?

0
Q  

0
0
  ?

0
  

0M  

0   

Шарнирно 

оперт 
Заделан 

0
0
M  ?

0
Q  

0
0
  ?

0
  

0   

0   

Заделан Свободен 
0

0
  ?

0
Q  

0
0
  ?

0
M  

0M  

0Q  

Заделан 
Шарнирно 

оперт 

0
0
  ?

0
Q  

0
0
  ?

0
M  

0M  

0   

Заделан Заделан 
0

0
  ?

0
Q  

0
0
  ?

0
M  

0   

0   

 

Таблица 4.3 

Функции А.Н. Крылова 
ξ Y1 Y2 Y3 Y4 

1 2 3 4 5 

0,0 1,00000 0,00000 0,00000 0,00000 

0,1 0,99998 0,10000 0,00500 0,00017 

0,2 0,99973 0,19999 0,02000 0,00113 

0,3 0,99865 0,29992 0,04500 0,00450 

0,4 0,99573 0,39966 0,07998 0,01067 

0,5 0,98958 0,49896 0,12491 0,02083 

0,6 0,97841 0,59741 0,17974 0,03598 

0,7 0,96001 0,69440 0,24435 0,05710 

0,8 0,93180 0,78908 0,31854 0,08517 

0,9 0,89082 0,88033 0,40205 0,12112 

1,0 0,83373 0,96671 0,49445 0,16587 

1,1 0,75683 1,04642 0,59517 0,22029 

1,2 0,65611 1,11728 0,70344 0,28516 

1,3 0,52722 1,17670 0,81824 0,36119 

1,4 0,36559 1,22163 0,93829 0,44898 

1,5 0,16641 1,24857 1,06197 0,54897 

1,6 -0,07525 1,25350 1,18727 0,66143 

1,7 -0,36440 1,23193 1,31178 0,78640 

1,8 -0,70601 1,17887 1,43261 0,92366 

1,9 -1,10489 1,08882 1,54632 1,07268 
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Продолжение табл. 4.3 
1 2 3 4 5 

2,0 -1,56560 0,95583 1,64894 1,23256 

2,1 -2,09220 0,77351 1,73585 1,40195 

2,2 -2,68818 0,53508 1,80177 1,57902 

2,3 -3,35613 0,23348 1,84076 1,76140 

2,4 -4,09760 -0,38590 1,84612 1,94605 

2,5 -4,91277 -0,58850 1,81044 2,12926 

2,6 -5,80020 -1,12355 1,72558 2,30650 

2,7 -6,75646 -1,75083 1,58266 2,47243 

2,8 -7,77579 -2,47694 1,37212 2,62078 

2,9 -8,84976 -3,30780 1,08378 2,74427 

3,0 -9,96678 -4,24832 0,70691 2,83458 

3,1 -11,11174 -5,30208 0,23035 2,88232 

3,2 -12,26555 -6,47096 -0,35734 2,87695 

3,3 -13,40466 -7,75469 -1,06767 2,80677 

3,4 -14,50060 -9,15044 -1,91201 2,65895 

3,5 -15,51959 -10,65224 -2,90128 2,41954 

3,6 -16,42200 -12,25045 -4,04566 2,07352 

3,7 -17,16206 -13,93121 -5,35412 1,60494 

3,8 -17,68738 -15,67569 -6,83401 0,99598 

3,9 -17,93874 -17,45953 -8,49055 0,23225 

4,0 -17,84988 -19,25209 -10,32620 -0,70708 

4,1 -17,34740 -21,01572 -12,34000 -1,83892 

4,2 -16,35074 -22,70508 -14,52686 -3,18084 

4,3 -14,77248 -24,26646 -16,87674 -4,74971 

4,4 -12,51866 -25,63705 -19,37376 -6,56109 

4,5 -9,48947 -26,74434 -21,99536 -8,62861 

4,6 -5,58017 -27,50562 -24,71109 -10,96328 

4,7 -0,68225 -27,82742 -27,48181 -13,57264 

4,8 5,31494 -27,60542 -30,25844 -16,45981 

4,9 12,52229 -26,72411 -32,98090 -19,62250 

5,0 21,04843 -25,05701 -35,57704 -23,05176 

5,1 30,99695 -22,46703 -37,96153 -26,73083 

5,2 42,46286 -18,80707 -40,03477 -30,63367 

5,3 55,52875 -13,92115 -41,68205 -34,72356 

5,4 70,26004 -7,64583 -42,77269 -38,95151 

5,5 86,69986 0,18776 -43,15929 -43,25461 

5,6 104,86311 9,75149 -42,67741 -47,55434 

5,7 124,72997 21,21712 -41,14558 -51,75505 

5,8 146,23854 34,75215 -38,36505 -55,74184 

5,9 169,27682 50,51569 -34,12090 -59,37926 

6,0 193,67418 68,65266 -28,18283 -62,50952 

6,1 219,19243 89,28773 -20,30711 -64,95117 

6,2 245,51564 112,51785 -10,23885 -66,49780 

6,3 272,23999 138,40381 2,28489 -66,91705 

6,4 298,86401 166,96228 17,53091 -65,95013 

6,5 324,77710 198,15283 35,76495 -63,31128 

6,6 349,24854 231,86938 57,24554 -58,68893 

6,7 371,41870 267,92554 82,21671 -51,74588 

6,8 390,28784 306,04272 110,89922 -42,12189 
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Продолжение табл. 4.3 
1 2 3 4 5 

6,9 404,70801 345,83472 143,48083 -29,43616 

7,0 413,37549 386,79248 180,10474 -13,29114 

7,1 414,82495 428,26880 220,85645 6,72223 

7,2 407,42651 469,46216 265,74878 31,01801 

7,3 389,38501 509,39917 314,70654 60,00739 

7,4 358,74194 546,91895 367,54785 94,08862 

7,5 313,38550 580,65698 423,96387 133,63586 

7,6 251,06020 609,03027 483,50000 178,98505 

7,7 169,38672 630,22388 545,53052 230,41870 

7,8 65,88669 642,17993 609,23657 288,14673 

7,9 -61,98471 642,58887 673,58105 352,28662 

8,0 -216,79695 628,88525 737,28345 422,84106 

8,1 -401,09277 598,24707 798,79321 499,66992 

8,2 -617,32666 547,60229 856,26563 582,46436 

8,3 -867,79053 473,64087 907,53613 670,71558 

8,4 -1154,52612 372,83569 950,09888 763,68091 

8,5 -1479,22705 241,47119 981,08472 860,34912 

8,6 -1843,12061 75,68481 997,24512 959,40259 

8,7 -2246,84375 -128,47961 994,94214 1059,18164 

8,8 -2690,28833 -375,00635 970,13770 1157,64063 

8,9 -3172,44678 -667,82544 918,39771 1252,31055 

9,0 -3691,23755 -1010,71460 834,90405 1340,26074 

9,1 -4243,29688 -1407,17871 714,46948 1418,05859 

9,2 -4823,79688 -1860,31860 551,57959 1481,73828 

9,3 -5426,19922 -2372,66406 340,43384 1526,76660 

9,4 -6042,03516 -2946,00195 75,01526 1548,01563 

9,5 -6660,67188 -3581,16016 -250,82520 1539,75488 

9,6 -7269,05469 -4277,78906 -643,26343 1495,63184 

9,7 -7851,46484 -5034,10156 -1108,36987 1408,68066 

9,8 -8389,27734 -5846,58984 -1651,95313 1271,34277 

9,9 -8860,73047 -6709,73438 -2279,37109 1075,49707 

10,0 -9240,71875 -7615,67969 -2995,32227 812,51858 

 
Пример 4.1. Расчет балки на упругом основании. 

Задание: Для заданной балки (рис. 4.5, а) построить эпюры проги-

бов  , реакции основания 
R

q , углов поворота сечения  , изгибающих 

моментов M  и поперечных сил .Q  

Исходные данные: модуль упругости материала балки 
26

Н/см101Ε  ; поперечное сечение балки см3030  hb ; коэффи-

циент постели 3
Н/см50k , внешняя нагрузка ,Н/см150q  

,кН35F смкН17 M . 

Решение: 

Вычислим параметр  : 



 66 

,см00863,0

см67500Н/см1014

Н/см1500

4

1
4

426

2

4
0 







z
EI

k
 

где 23

0
Н/смсм30Н/см50  1500   kb k  ; 

  4

3

см67500
12

см30см30

12





3

z

bh
Ι . 

Из граничных условий на левом конце балки при x = 0 (табл. 4.2) 

имеем: .0;0 00  QM  

Неизвестные начальные параметры 0υ и 0Q  найдем из граничных 

условий на правом конце балки при x=4м (табл. 4.2): ,0


M  ,0Q  

приравняв к нулю уравнения (4.16) и (4.17) при .533,3400   

Но сначала для удобства решения, используя табл. 4.3, определим 

функции А.Н. Крылова и сведем их в табл. 4.4.  

Таблица 4.4 

Функции А.Н.Крылова 

х хαξ   1Y  2Y  3Y  4Y  

0 0 1 0 0 0 

100 0,863 0,9059826 0,8465675 0,3711513 0,1078185 

200 1,726 -0,4566347 1,2176038 1,3444041 0,8234602 

250 2,158 -2,4378684 0,6352206 1,7740836 1,5046506 

300 2,589 -5,711457 -1,070045 1,734066 2,288776 

350 3,021 -10,2072216 -4,4696096 0,6068324 2,8446054 

400 3,452 -15,0406647 -9,946394 -2,4363231 2,5320627 

 

Безразмерные координаты точек приложения внешней нагрузки:  

,  
M

1,726см200   

 ,
F

2,589см300   

 ,
н

q
00   

1,726см200 
к

q . 

Таким образом, используя функции А.Н. Крылова и учитывая всю 

внешнюю нагрузку, получим: 
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Решив полученную систему уравнений 












0161851,36104,90687υ101,7288

04173441105,90926υ104,90687

0

7

0

6

0

9

0

7

, 

получим искомые начальные параметры: 

см09222,0υ
0
  00006,0

0
 рад. 

Для построения эпюр Q , М ,qυ,
R

и определим их значения на 

границах участков. 
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При x = 200 см 726,1ξ  x . 
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Поскольку в рассматриваемом сечении приложен момент 

смкН17 М , то следует рассчитать значения на эпюре слева и справа 

от М. 
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При 589,2ξ см300  xx . 
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Поскольку в рассматриваемом сечении приложена сосредоточен-

ная сила F = 35 кН, то следует рассчитать значения на эпюре слева и 

справа от F. 
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Аналогично следует просчитать значения Qи Мqυ,
R

,,  в сере-

дине каждого участка для получения более полной картины. По ре-

зультатам расчета на рис. 4.5, б–е построены эпюры. 



 72 

 
 

Рис. 4.5. Балка на упругом основании: 

а – схема балки, б – эпюра прогибов, в – эпюра реакции основания,  

г − эпюра углов поворота сечений, д – эпюра изгибающих моментов,  

е – эпюра поперечных сил. 
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 5. СЛОЖНОЕ СОПРОТИВЛЕНИЕ 

 

5.1. Особенности расчетов элементов конструкций на  

прочность и жесткость при сложном сопротивлении  

 

Сложным сопротивлением (сложной деформацией) называется 

такой вид деформации бруса, при котором в поперечных сечениях од-

новременно отличны от нуля не менее двух внутренних усилий. 

Расчеты на прочность и жесткость бруса при сложном сопротив-

лении в пределах действия закона Гука производятся обычно, основы-

ваясь на принципе независимости действия сил (принцип суперпози-

ции), При этом каждый из простых видов сопротивления (растяжение-

сжатие, сдвиг, изгиб, кручение), создающих в совокупности сложное 

сопротивление, рассматривают независимо от остальных. Полные же 

напряжения и перемещения, возникающие в рассчитываем элементе, 

определяют путем геометрического сложения напряжений  и  переме-

щений, соответствующих  простым видам сопротивления.  

Расчеты на прочность выполняются в следующем порядке: 

а) строятся эпюры всех внутренних усилий (в большинстве случа-

ев поперечные силы не учитываются); 

б) по эпюрам определяется опасное сечение (с наиболее неблаго-

приятным сочетанием внутренних усилий); 

в) в опасном сечении находят опасную точку (с наиболее небла-

гоприятным сочетанием напряжений); 

г) для опасной точки составляется условие прочности, которое 

может использоваться, как для проверочных или проектировочных 

расчетов, так и для определения допускаемой нагрузки. 

Если в опасной точке имеет место линейное напряженное состоя-

ние, то оценку прочности проводят по условию σmax ≤ σadm. Здесь σmax 

представляет собой алгебраическую сумму напряжений от всех про-

стых видов сопротивления. При более сложном напряженном состоя-

нии (плоском или объемном) условие прочности принимают по соот-

ветствующей теории (гипотезе) прочности. 

Рассмотрим некоторые виды сложного сопротивления. 

 

5.2. Косой изгиб 

 

Косым изгибом называется деформация бруса, при которой все 

нагрузки действуют в плоскости, не совпадающей ни с одной из глав-

ных плоскостей. Если при этом возникают и поперечные силы Qy и Qz, 
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то их влиянием на прочность и жесткость при расчете длинных брусь-

ев обычно пренебрегают ввиду их малости. 

Брус находится в условиях косого изгиба при приложении к нему 

нагрузки в двух главных плоскостях инерции (рис. 5.1, а) или, когда 

нагрузка действует в одной плоскости (силовая плоскость), содержа-

щей ось бруса, но не совпадающей ни с одной из главных плоскостей 

инерции (рис. 5.1, б). Такой вид загружения также называют сложным 

изгибом, а второй можно свести к первому, раскладывая нагрузку на 

составляющие, действующие в главных плоскостях инерции. 

Косой изгиб можно рассматривать как одновременное действие 

двух плоских изгибов в главных плоскостях инерции x0y и x0z. При 

этом в поперечных сечения действуют нормальные напряжения, кото-

рые можно вычислить по формуле 

z
I

M
y

I

M

y

y

z

z

MM
yz


)()(

 .     (5.1) 

В формуле (5.1) знаки перед слагаемыми принимаются в зависи-

мости от того, в какой четверти сечения находится рассматриваемая 

точка (рис. 5.1, в). Разложим действующий в силовой плоскости сум-

марный изгибающий момент Mtot на составляющие Mz и My, действу-

ющие в главных плоскостях  инерции  

.     (5.2) 

В рассматриваемом случае моменты представлены в виде векторов по 

следующему правилу: вектор направляется перпендикулярно к плос-

кости действия момента таким образом, чтобы при взгляде с острия 

вектора момент был направлен против часовой стрелки. 

Поскольку при плоских изгибах в главных плоскостях инерции 

нейтральная линия (н.л.) проходит через центр тяжести сечения, то и 

при косом изгибе она должна проходить через эту же точку. Так как 

эта линия делит сечение на зоны растяжения и сжатия, то нейтральная 

линия не проходит через четверти сечения, в которых расположен след 

силовой плоскости (с.с.п. на рис. 5.1, в). Тогда для произвольной точки 

К, принадлежащей нейтральной линии, по формуле (5.1), с учетом вы-

ражений (5.2), при y = yK и z = -zK получаем 

. 

Поскольку Mtot ≠ 0, то   . Тогда  

или 

 .      (5.3) 
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Рис. 5.1. Косой изгиб: 

а - при нагрузке в двух главных плоскостях инерции, б - при нагрузке в одной 

плоскости, в - напряжения в поперечном сечении 
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Формула (5.3) используется для построения нейтральной линии. 

При этом угол β откладывается от оси z в ту же сторону, что и угол α 

от оси y. Если Iz ≠ Iy, то . Следовательно, нейтральная ли-

ния не перпендикулярна следу силовой плоскости, как при плоскомиз-

гибе. Для сечений, у которых Iz = Iy (круг, квадрат и т.п.), β = α и косой 

изгиб не имеет места. 

Как и при плоском изгибе, величина нормальных напряжений при 

косом изгибе прямо пропорциональна расстоянию от нейтральной ли-

нии. Опасными являются точки, наиболее удаленные от нейтральной 

линии (точки a и b на рис. 5.1, в). Для определения их положения про-

водятся две касательных к сечению параллельно нейтральной линии. 

Условие прочности при косом изгибе имеет вид 

 ,     (5.4) 

где yоп и zоп - координаты опасной точки, а Mz и My - изгибающие мо-

менты в опасном сечении. 

Для хрупких материалов выражение (5.4) рассматривается от-

дельно для опасных точек с наибольшими растягивающими и 

наибольшими сжимающими напряжениями.  

Для сечений с двумя осями симметрии опасными являются точки 

одновременно наиболее удаленны от этих осей. Тогда условие (5.4) 

принимает вид 

 .      (5.5) 

Перемещения сечений f находят как геометрическую сумму пере-

мещений v и w вдоль главных осей y и z (рис. 5.2)  

 . 

Величины v и w можно найти из 

решения дифференциальных уравне-

ний упругой линии балки: 

 . 

Нейтральная линия при косом из-

гибе перпендикулярна вектору f.  

 

 

 

 

 
Рис. 5.2. Определение перемещений сечений  
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Пример 5.1: Расчет статически определимой балки прямоуголь-

ного поперечного сечения на прочность при косом изгибе.  

 Задание: 

1. Для заданной статически определимой балки (рис. 5.3, а) по-

строить эпюры внутренних силовых факторов в вертикальной и гори-

зонтальной плоскостях. 

2. Определить сечение с наиболее невыгодным сочетанием мо-

ментов и рассчитать размеры прямоугольного поперечного сечения из 

условия прочности при косом изгибе, если ahab 3,  , 

160
adm

МПа. 

3. Определить положение нейтральной линии при косом изгибе 

для наиболее опасного сечения. 

4. Определить нормальные напряжения в крайних точках наибо-

лее опасного сечения, сделать проверку прочности и построить эпюры 

нормальных напряжений. 
 

Решение: 

1. В вертикальной плоскости к балке приложены равномерно-

распределенная нагрузка q и изгибающий момент Me. Схема нагруже-

ния представлена на рис. 5.3, б. 

Опорные реакции: 

0824  eBA
MRqM  25,8

B
R кН; 

0864  eAB
MRqM  75,39

A
R кН. 

Проверка: 025,875,394124  BA
RRqY . 

Участок I ( м20
1
 х ) 

0
y

Q ; 

30
ez

MM кН∙м. 

Участок II ( м40
2
 х ) 

25,8
By

RQ кН; 

м4

мкН63

0

мкН30

2









22

eBz
xx

MxRM . 

Участок III ( м40
3
 х ) 

м4

кН25,8

0

кН75,39

33

3









xx
qxRQ

Ay
; 
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M e  =  3 0 к H ·м

4 м 4 м 5 м

F = 2 0 к Н

C D

q = 1 2 к Н /м

R B = 8 ,2 5 к Н

BA

R A = 3 9 ,7 5 к Н

a

3 0

6 3

M z

[к Н ·м ]

C D

R B =  2 5 к Н

BA

F = 2 0 к Н

б

в

г

д

е

2 0

M e  =  3 0 к H ·м

C D

q = 1 2 к Н /м

BA

3 0

6 5 ,8 4

3 ,3 1 м

3 9 ,7 5

8 ,2 5

x3

I I I

x1

I

x 2

I I

x1

I

x 2

I I

R A = 5 к Н

4 0

1 6 ,6

Q y

[к Н ]

M y

[к Н ·м ]

 
Рис.5.3. К расчету на прочность при косом изгибе: 

а – расчетная схема балки, б, в, г – схема нагружения и эпюры в вертикальной 

плоскости, д, е – схема нагружения и эпюра в горизонтальной плоскости 
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м4

мкН63

0

0

2 33

3

33









xx

x
qxxRM

Az
. 

Экстремум: 

0
y

Q  0
3
 qxR

A
 31,31275,39

3
 qRx

A
м; 

84,65
2

31,3
1231,375,39

2

экстр


z
M кН∙м. 

Эпюры 
y

Q  и 
z

M  представлены на рис. 5.3, в, г. 

В горизонтальной плоскости к балке приложена сосредоточенная 

сила F. В данной плоскости достаточно построить только эпюру мо-

ментов, поскольку не возникает экстремум. Схема нагружения пред-

ставлена на рис. 5.3, д. 

Опорные реакции: 

0108  FRM
BA  25

B
R кН; 

028  FRM
AB  5

A
R кН. 

Проверка: 020255  FRRY
BA . 

Участок I ( м20
1
 х ) 

м2

мкН40

0

0

11

1









xx
FxM

y
. 

Участок II ( м80
2
 х ) 

м8

мкН40

м4

мкН20

0

0

2













222

Ay
xxx

xRM . 

Эпюра 
y

M  представлена на рис. 5.3, е. 

2. Наиболее невыгодное сочетание 

моментов наблюдается в сечениях С и 

В. 

Рассмотрим сечение С. 

63
c

z
M кН∙м, 20

c

y
M кН∙м 

Наиболее опасной точкой прямо-

угольного поперечного сечения являет-

ся точка 1, поскольку в ней возникают 

наибольшие нормальные напряжения 

y

z

b  =  a

h
 =

 3
a

4

1

3

2

Рис. 5.4. Прямоугольное 

поперечное сечение 
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(рис. 5.4). Ее координаты: az 5,0
1
 , ay 5,1

1
 . 

Моменты инерции сечения: 

4

3

25,2
12

)3(
a

aa
I

z
 ; 4

3

25,0
12

3
a

aa
I

y



 . 

Размеры поперечного сечения определяем из условия прочности 

при косом изгибе: 

adm

y

c

y

z

c

z
z

I

M
y

I

M


11max  

2

4

5

4

5

смН160005,0

25,0

смН1020
5,1

25,2

смН1063






a

a

a

a

 

  16000102,8
1 6

3


a
 

8
16000

102,8
3

6




a см. 

Рассмотрим сечение В. 

30
B

z
M кН∙м, 40

B

y
M кН∙м 

Здесь наиболее опасной является также точка 1, поэтому ее коор-

динаты и моменты инерции не меняются. 

Размеры поперечного сечения определяем из условия прочности 

при косом изгибе: 

adm

y

y

z

z
z

I

M
y

I

M
BB


11max  

2

4

5

4

5

смН160005,0

25,0

смН1040
5,1

25,2

смН1030






a

a

a

a

 

  160001010
1 6

3


a
 

5,8
16000

1010
3

6




a см. 

Наиболее невыгодным будем считать сочетание моментов в сече-

нии В, поскольку здесь размер «a» получился наибольшим. Тогда раз-

меры поперечного сечения балки: 

см5,25см5,833см,5,8  ahab . 

Моменты инерции поперечного сечения: 
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117455,825,225,2
44
 aI

z
см

4
; 

13055,825,025,0
44
 aI

y  см
4
. 

3. Положение нейтральной линии: 


2,85β12

см1305

см11745

мкН30

мкН40
tg β

4

4







y

z

z

y

I

I

M

M
. 

Угол β откладываем от оси z таким образом, чтобы нейтральная 

линия проходила через знакопеременные четверти, то есть через 

первую и третью (рис. 5.5). 

4. Напряжения в крайних точках сечения: 

МПа160МПа84,162

см

Н
16284см5,85,0

см1305

смН1040

см5,85,1

см11745

смН1030

24

5

4

5

111











adm

y

y

z

z
z

I

M
y

I

M

 

Перенапряжение составляет %5%8,1%100
160

16084,162



, проч-

ность обеспечена. 

 
Рис. 5.5. Эпюры нормальных напряжений 
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МПа7,97

см

Н
9770см5,85,0

см1305

смН1040

см5,85,1

см11745

смН1030

24

5

4

5

222









 z
I

M
y

I

M

y

y

z

z

 

МПа84,162

см

Н
16284см5,85,0

см1305

смН1040

см5,85,1

см11745

смН1030

24

5

4

5

333









 z
I

M
y

I

M

y

y

z

z

 

.МПа7,97

см

Н
9770см5,85,0

см1305

смН1040

см5,85,1

см11745

смН1030

24

5

4

5

444









 z
I

M
y

I

M

y

y

z

z

 

Эпюры нормальных напряжений представлены на рис. 5.5. 

 

Пример 5.2. Расчет статически определимой балки двутаврового 

поперечного сечения на прочность при косом изгибе.  

 Задание: 

1. Подобрать двутавровое поперечное сечение для балки, рассмот-

ренной в примере 5.1. 

2. Определить положение нейтральной линии при косом изгибе 

для наиболее опасного сечения. 

3. Определить нормальные напряжения в крайних точках наиболее 

опасного сечения, сделать проверку прочности и построить эпюры 

нормальных напряжений. 
 

Решение: 

1. Подбор двутаврового поперечного сечения делается из условия 

прочности при косом изгибе: 

adm

y

y

z

z

W

M

W

M


max . 

Выразим момент сопротивления z
W  через коэффициент K, кото-

рый для прокатных профилей (двутавров) принимается в пределах 

146  . Примем К=10, тогда 
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yz

y

z
KWW

W

W
K  10 . 

Условие прочности будет иметь вид: 

adm

y

y

y

z

W

M

KW

M
 ; 

admy

z

y

M
K

M

W











1
; 

adm

yz

y

MKM
W




 . 

Рассмотрим сечение С. 

3

2

55

см4,164

смН16000

смН102010смН1063





y
W . 

По сортаменту принимаем 2 двутавра № 40:  

3

3

3
см2,82

2

см4,164
см1,86 

y
W  

Рассмотрим сечение В. 

3

2

55

см75,268

смН16000

смН104010смН1030





y
W

По сортаменту принимаем 2 двутавра № 55:  

3

3

3
см4,134

2

см75,268
см151 

y
W . 

Наиболее невыгодным будем считать 

сочетание моментов в сечении В, поскольку 

здесь получился двутавр бóльшего размера.  

Таким образом, окончательно принима-

ем поперечное сечение из 2-х двутавров 

№55 со следующими параметрами: 
3

см151
y

W , 3
см2035

z
W , 

4
см55962

z
I , 

4
см1356

y
I . 

2. Положение нейтральной линии: 


96,88β55

см5613

см55962

мкН30

мкН40
tg β

4

4







y

z

z

y

I

I

M

M
. 

Рис. 5.6. Двутавровое 

поперечное сечение 
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Угол β откладываем от оси z таким образом, чтобы нейтральная 

линия проходила через знакопеременные четверти, то есть через 

первую и третью (рис. 5.6). 

3. Напряжения в крайних точках сечения: 













24

5

4

5

1

см

Н
13982

см1512

смН1040

см20352

смН1030

y

y

z

z

W

M

W

M
 

МПа160МПа82,139 
adm

, прочность обеспечена. 

МПа08,125

см

Н
12508

см1512

смН1040

см20352

смН1030

24

5

4

5

2












y

y

z

z

W

M

W

M

МПа82,139

см

Н
13982

см1512

смН1040

см20352

смН1030

24

5

4

5

3












y

y

z

z

W

M

W

M

МПа08,125

см

Н
12508

см1512

смН1040

см20352

смН1030

24

5

4

5

4












y

y

z

z

W

M

W

M

 Эпюры нормальных напряжений представлена на рис. 5.7.  

 
Рис. 5.7. Эпюры нормальных напряжений 
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5.3. Внецентренное растяжение (сжатие) 

 

Внецентренным растяжением (сжатием) называется деформа-

ция бруса, при которой в поперечных сечениях одновременно отличны 

от нуля продольная сила N, а также изгибающие моменты Mz и My. В 

частном случае один из изгибающих моментов может быть равен ну-

лю. Следовательно, внецентренное растяжение (сжатие) можно рас-

сматривать как сочетание центрального растяжения (сжатия) и двух 

плоских изгибов в главных плоскостях инерции.  

В таких условиях находится, например,  брус, когда равнодей-

ствующая внешних сил F параллельна оси бруса, но не совпадает с ней 

(рис. 5.8). След линии действия равнодействующей в поперечном се-

чении (точка f) называется полюсом.  

 
Рис. 5.8. Загружение бруса при внецентренном растяжении 

 

При переносе равнодействующей  внутренних сил R = F в центр 

тяжести сечения (рис. 5.9) получаем  

N = F,  Mz= F∙yf,  My= F∙zf.      (5.6) 

При такой деформации в поперечных сечения возникают только 

нормальные напряжения, которые можно определить по формуле 

z
I

M
y

I

M

A

N

y

y

z

z

MMN
yz


)()()(

 .   (5.7) 

А так как  то с учетом выражений (5.6) по-

лучаем 

 .      (5.8) 
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В формуле (5.8) перед дробью   принимается знак «+», если сила 

F растягивающая и знак «», если - сжимающая. 

 
Рис. 5.9. Внутренние усилия при внецентренном растяжении 

 

Приравниваю к нулю выражение (5.8) и учитывая, что  , по-

лучаем уравнение нейтральной линии 

 .      (5.9) 

Из формулы (5.9) следует, что при внецентренном растяжении 

(сжатии) нейтральная линия не проходит через центр тяжести сечения. 

Ее положение определяется отрезками аy и  аz, отсекаемыми нейтраль-

ной линии на главных осях инерции сечения (рис. 5.10). Величины 

этих отрезков определяются из выражения (5.9) при последовательной 

подстановке в него значений z = 0 и y = 0: 
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 .                (5.10) 

Знаки  «» в формулах (5.10) означают, что нейтральная линия не 

пересекает ту четверть системы координат, в которой расположен по-

люс.  

Опасными будут точки a и b, наиболее удаленные от нейтральной 

линии (рис. 5.10). А эпюра напряжений σ ограничивается касательны-

ми, проведенными к сечению в этих точках. 

 
Рис. 5.10. Нейтральная линия, опасные точки и эпюра напряжений в сечении 

 

Условие прочности при внецентренном растяжении (сжатии) при-

нимается в виде 

 ,                (5.11) 

где yоп и zоп - координаты опасной точки, наиболее удаленной от 

нейтральной линии.  

Для хрупких материалов выражение (5.11) рассматривается от-

дельно для опасных точек с наибольшими растягивающими и 

наибольшими сжимающими напряжениями.  

Для сечений с двумя осями симметрии условие (5.11) можно ис-

пользовать в виде 

 .                 (5.12) 
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Из формул (5.10) следует, что в зависимости от положения полю-

са нейтральная линия может пересекать сечение, быть касательной к 

нему или находиться за его пределами. В двух последних случаях по 

всему сечению действую напряжения одного и того же знака. Это про-

исходит, если полюс находится в пределах некоторой области сечения, 

включающей центр тяжести и называемой ядром сечения.  

Для получения границ ядра сечения необходимо располагать 

нейтральную линию по касательной в различных точках контура сече-

ния, каждый раз определяя с помощью формул (5.10) соответствую-

щие координаты полюса. 

Определим, например, границы ядра сечения для круглого сече-

ния с радиусом R (рис. 5.11, а). Если нейтральная линия занимает по-

ложения 1-1 (параллельно оси z), то аy= R, аz= . Тогда zf = 0, а, учи-

тывая, что   и 

полюс находится в точке 1. При положении 2-2 (параллельно оси y)  

аy= , аz= R. Тогда yf = 0, а  , и полюс распола-

гается в точке 2. Очевидно, что аналогичные результаты будут полу-

чены при других вариантах расположения касательных, а ядро сечения 

будет представлять собой круг с радиусом   . Если нейтральная линия 

будет занимать положения 3-3 и 4-4, то полюс будет находиться соот-

ветственно в точках 3 и 4. 

Подобным же образом определяются границы ядра сечения и для 

сечений любой формы. Например, для прямоугольного сечения ядро 

сечения представляет собой симметричный относительно осей коор-

динат параллелограмм, длины осей которого равны 
3

b
 и 

3

h
 (рис. 5.11, б).  
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Рис. 5.11. Ядро сечения: 

а - для круглого сечения, б - для прямоугольного сечения 

 

Зная границы ядра сечения, можно определить, будут ли на-

пряжения при заданном положении силы F иметь одинаковые или раз-

ные знаки в пределах поперечного сечения бруса. Это важно знать для 

материалов, не обладающих одинаковой прочностью на растяжение и 

сжатие. Такими являются, например, бетон, чугун, кирпичная кладка и 

др. 

 

Пример 5.3: Расчет стержней на прочность при внецентренном 

растяжении (сжатии). 

Задание: Для короткого чугунного стержня, сжимаемого силой  

F= 100 кH, приложенной в точке f  требуется(рис. 5.12): 

1. Определить положение нейтральной линии;  

2. Построить эпюру нормальных напряжений в поперечном сече-

нии;  

3. Проверить условия прочности, если , 

  

4. Построить ядро сечения. 

Решение: Ось симметрии zc является одной из главных централь-

ных осей инерции. Вторая ось yc перпендикулярна к оси zc и проходит 

через центр тяжести сечения (точка С). Для определения положения 

этой точки проводим вспомогательную ось y и представляем заданное 

сечение, как прямоугольник (с центром тяжести в точке С1), имеющий 

прямоугольный вырез (с центром тяжести в точке С2). 
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Рис. 5.12. К примеру 5.3 

 

Используя такую разбивку, находим площадь сечения 

A = 16∙16  12∙8 = 160 см
2 

и вычисляем статический момент относительно оси y 

Sy= 16∙16∙8  12∙8∙10 = 1088 см
3
. 

Тогда, по формулам (2.2), 

. 

По формулам (2.13) вычисляем главные моменты инерции сече-

ния 

4949
12

812

12

1616
33








z

I см
4
; 

 

, 

а затем  квадраты радиусов инерции 
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Учитывая, что   координаты полюса   

(рис. 5.12), по формулам (5.10) определяем положение нейтральной 

линии в сечении (рис. 5.13) 

 
Проводя касательные к сечению параллельно нейтральной линии, 

получаем опасные точки сечения (точки B и D) и строим эпюру нор-

мальных напряжений (рис. 5.13). 

Используя формулу (5.8), вычисляем наибольшие растягивающие 

и наибольшие сжимающие напряжения  

 
 

 
 

 
 

 
и  

Следовательно, условия прочности и по растягивающим, и по 

сжимающим напряжениям выполняются. 

Для построения ядра сечения используем зависимости (5.10). 

Пусть нейтральная линия занимает положение 11 (рис. 5.13). Тогда 

а соответствующие координаты полюса (точка 

1) составляют 

 
Если нейтральной линией является касательная 22, то 

 и координаты полюса (точка 2) 

 
Если нейтральная линия занимает положение 33, 

 и 
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Рис. 5.13. Эпюра нормальных напряжений и ядро сечения 

 

Построение ядра сечения (рис. 5.13) производим, учитывая сим-

метрию сечения, а, также принимая во внимание, что при повороте 

касательной вокруг точки (например, при переходе из положения 11 в 

положение 22) полюс перемешается по прямой линии (в данном слу-

чае  от точки 1 к точке 2). 
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5.4. Общий случай сложного сопротивления 

 

При таком виде деформации в поперечных сечениях бруса одно-

временно могут быть отличны от нуля все шесть внутренних усилий. 

Рассмотрим порядок расчетов в этом случае на примере бруса кругло-

го поперечного сечения.  

Поскольку при такой форме сечения косой изгиб не имеет места, 

брус испытывает сочетание следующих видов деформации: прямого 

поперечного изгиба, кручения и центрального растяжения (сжатия), а 

материал находится в условиях плоского напряженного состояния. 

Пренебрегая влиянием поперечных сил, строим эпюры крутящих мо-

ментов T, изгибающих моментов Mz и My, а также продольных сил N. 

Используя эпюры Mz и My, строим эпюру суммарных изгибающих мо-

ментов Mtot, ординаты которой определяем по формуле 

 
Эпюра Mtot строится без использования правила «растянутых во-

локон» по одну сторону от нулевой оси эпюры. При этом на участках, 

где прямолинейные эпюры Mz и My имеют нулевые значения в одном и 

том же сечении, эпюра Mtot ‒ прямолинейная. В противном случае 

эпюра ‒ криволинейная, с выпуклостью, направленной к оси эпюры. 

По эпюрам T и Mtot определяется опасное сечение. Опасные точки 

a и b в этом сечении находятся на концах диаметра D, лежащего в 

плоскости действия момента Mtot (рис. 5.14), так как в этих точках воз-

никают наибольшие нормальные и касательные напряжения 

p

tot

W

Т

W

M


maxmax
;  ,                (5.13) 

где 
32

3
D

W


  ‒ осевой момент сопротивления сечения; 

W
D

W 2
16

3




‒ полярный момент сопротивления сечения. 

При этом должны выполняться условия прочности по третьей или 

четвертой теории прочности, имеющие, с учетом формул (5.13), вид: 

adm

tottotIII

red

W

TM

W

T

W

M
 




2

22

2

2

2

2

2

max

2

max

4

44 ,         (5.13) 

adm

tottotIV

red

W

TM

W

T

W

M
 




2

22

2

2

2

2

2

max

2

max

75,0

4

33 .  (5.14) 
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            Рис. 5.14. Опасные точки в поперечном сечении 

 

Выражая момент сопротивления W через диаметр и объединяя 

формулы (5.13) и (5.14), получаем выражение для подбора размеров 

сечения бруса 

 
где  ‒ приведенный момент, принимаемый равным  

‒ по третьей теории прочности 

и 

‒ по четвертой теории прочности.  

При наличии продольной силы в рассмотренном сечении произ-

водится проверка условия (5.13) или (5.14) с учетом изменения нор-

мальных напряжений 

 

где 
4

2
D

A


  ‒ площадь подобранного сечения. 
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6. ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ СТЕРЖНЕВЫХ СИСТЕМ 

 

6.1. Применение принципа возможных перемещений  

к упругим системам 

 

Одной из важных задач сопротивления материалов является оцен-

ка жесткости конструкции, то есть степени ее изменения под действи-

ем нагрузки, изменения температуры, смещения связей. Для решения 

этой задачи необходимо определить перемещения нагруженной упру-

гой системы (балки, рамы, фермы и так далее). Та же задача возникает 

при раскрытии статической неопределимости системы. 

Для теории упругих систем принцип возможных перемещений 

можно сформулировать следующим образом: если система находится 

в равновесии под действием приложенной нагрузки, то сумма работ 

внешних и внутренних сил на возможных бесконечно малых переме-

щениях точек системы равна нулю: 

  ,0
~

imimi
UF     (6.1) 

где 
i

F − внешние силы; 
im

 − возможные перемещения этих сил; 

 
imi

F − работа внешних сил; 
im

U
~

− работа внутренних сил. 

В качестве возможных перемещений можно принимать упругие 

перемещения, вызванные любым видом нагрузки и происходящие без 

нарушения связей. Работа внешних и внутренних сил на возможных 

перемещениях называется возможной или виртуальной работой. 

Рассмотрим два состояния системы, находящейся в равновесии 

(рис. 6.1). В состоянии «m» система деформируется обобщенной силой 

m
F (рис. 6.1, а), в состоянии «n» – силой 

n
F (рис. 6.1, б). 

a F m

F n

d s

d s

m n

n m

б

 
Рис. 6.1. Два состояния равновесия системы: 

а – состояние «m», б – состояние «n» 
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Перемещения состояния «n» можно рассматривать как возможные 

для состояния «m» и наоборот. 

Поэтому работа сил состояния «m» на перемещениях состояния 

«n» 
mn

W  будет возможной. Аналогично 
nm

W . 

mnmmn
FW  ,  

nmnnm
FW  .   (6.2) 

Вычислим возможную работу внутренних сил состояния «m» на 

перемещениях, вызванных нагрузкой состояния «n». Рассмотрим эле-

мент стержня длиной ds  в обоих состояниях (рис. 6.2). Для плоского 

изгиба действие удаленных частей на элемент выражается системой 

усилий 
mmm

NQM ,,  (рис. 6.2, а) и 
nnn

NQM ,,  (рис. 6.2, б). 

Q m

N mN m

M m

а

Q m

M m

Q n

N n

M n

Q n

б

N n

M n

 
 

Рис. 6.2. Схема усилий, действующих на элементы: 

а – система усилий 
mmm

NQM ,, , б – система усилий 
nnn

NQM ,,  

 

Деформации элемента, вызванные усилиями состояния «n», пока-

заны на рис. 6.3. 

d s
d s

N nN n

M n M n

Q n

Q n

d s d s

d

 
Рис. 6.3. Деформации элемента 
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Удлинение элемента ds , вызванное усилиями 
n

N : 

  .
EA

dsN
ds

n

n
  

Работа внутренних сил 
m

N  на этом возможном перемещении: 

  .
~

ds
EA

NN
dsNUd

nm

nmn
    (6.3) 

Взаимный угол поворота граней элемента, вызванный моментами 

n
M : 

  .
EI

dsM
d

n

n
  

Работа внутренних изгибающих моментов 
m

M  на этом переме-

щении: 

  .
~

ds
EI

MM
dMUd

nm

nmm
     (6.4) 

Взаимный сдвиг граней элемента, вызванный поперечными сила-

ми 
n

Q : 

  .
GA

dsQ
kds

n

n
  

Работа внутренних поперечных сил 
m

Q  на этом перемещении: 

  .
~

ds
GA

QQ
kdsQUd

nm

nmQ
    (6.5) 

здесь k – коэффициент формы поперечного сечения. 

Просуммировав выражения (6.3), (6.4), (6.5), получим возможную 

работу внутренних сил, приложенных к элементу ds  стержня, на пе-

ремещениях, вызванных другой произвольной нагрузкой. 

     
nmnmnm

dsQdMdsNUd 
~

. 

Просуммировав элементарные работы по всем стержням системы, 

получим значение возможной работы внутренних сил: 

     
















    
s

nm

s

nm

s

nm
dsNdsQdMU

~
 (6.6) 

или 

















    
s

nm

s

nm

s

nm
ds

EA

NN
ds

GA

QQ
kds

EI

MM
U
~

. (6.7) 

Внеся в уравнение (6.1) выражения для возможной работы внеш-

них сил (первую формулу (6.2)) и внутренних сил (6.6), получим об-
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щее выражение принципа возможных перемещений для плоской 

стержневой системы: 

      .0

















    
s

nm

s

nm

s

nmmnm
dsNdsQdMF  (6.8) 

Если упругая система находится в равновесии, то работа внешних 

и внутренних сил в состоянии «m» на возможных перемещениях, вы-

званных нагрузкой состояния «n» равна нулю. 

 

6.2. Общая формула для определения перемещений. Метод Мора 

 

Рассмотрим плоскую стержневую систему, загруженную задан-

ными силами F. Усилия в произвольном сечении системы обозначим 

через 
FFF

NQM ,, . Необходимо определить перемещение любой точ-

ки k по направлению i−i (рис. 6.4, а). 

В качестве вспомогательного состояния рассмотрим заданную си-

стему, нагруженную единичной силой 1
i

F , приложенную по 

направлению искомого перемещения (рис. 6.4, б). Усилия в произ-

вольном сечении вспомогательного состояния обозначим через 

iii
NQM ,, . 

F

F

K

i

iа

K

F i= 1

i

i

б

 
Рис. 6.4. Плоская рама: 

а – заданное состояние, б – вспомогательное состояние 

 

Из выражения принципа возможных перемещений для вспомога-

тельного состояния согласно формуле (6.8) представим общую форму-

лу для упругого перемещения: 

         

s

Fi

s

i

s

FiiF
dsNdsQdM 1   (6.9) 
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В случае действия сил: 

.     

s s

FiFi

s

Fi

iF
ds

EA

NN
ds

GA

QQ
kds

EI

MM
 (6.10) 

Определение перемещений по этим формулам называют методом 

Мора. Например, при определении перемещений в балках, рамах пре-

небрегают влиянием продольных деформаций и деформаций сдвига, 

поэтому формула (6.10) может быть представлена, как 

. 

s

Fi

iF
ds

EI

MM
 

При этом порядок определения перемещений следующий: 

1. Для каждого участка системы записывают выражение изгиба-

ющего момента 
F

M  от внешней нагрузки. 

2. Строят вспомогательную систему, которую нагружают единич-

ной нагрузкой в направлении искомого перемещения: силой при опре-

делении линейного перемещения, моментом – при определении угло-

вого перемещения. 

3. Вычисляют интегралы Мора по участкам в пределах всей си-

стемы. 

Если величина 
iF

  оказывается положительной, то перемещение 

совпадает с направлением единичной силы, если отрицательной, то 

противоположно заданному направлению. 

 

6.3. Вычисление интегралов Мора по способу Верещагина 

 

В 1925 году студент Московского института инженеров железно-

дорожного транспорта А.Н. Верещагин предложил упрощение вычис-

ления перемещений по формуле Мора для стержней, состоящих из 

прямолинейных участков с постоянной в пределах каждого участка 

жесткостью. Упрощение основано на том, что эпюры от единичных 

силовых факторов на прямолинейных участках стержня оказываются 

линейными. 

Представим выражение интеграла Мора 


dxMM
Fi

 для случая, 

когда эпюра от заданной нагрузки имеет произвольное очертание (рис. 

6.5). Обозначим через   площадь эпюры 
F

M , С – ее центр тяжести, 

c
y − ордината единичной эпюры под центром тяжести грузовой. 

Тогда искомый интеграл: 
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cFi
ydxMM 



.   (6.11) 

Следовательно, интеграл Мора равен произведению площади од-

ной из эпюр (обязательно криволи-

нейной, если таковая имеется) на 

ординату второй (линейной) эпюры 

под центром тяжести первой. 

Встречающиеся на практике 

эпюры могут быть разбиты на про-

стейшие фигуры: прямоугольник, 

треугольник и параболу n-й степени 

(рис. 6.6). 

Предположим, что перемножае-

мые эпюры имеют вид (рис. 6.7, а, б).  

Грузовая эпюра ограничена па-

раболой (рис. 6.7, а). Ее необходимо 

разбить на прямоугольник, треуголь-

ник и параболический сегмент пло-

щадью 
83

2

3

2
2




q
h  , где q – 

интенсивность распределенной 

нагрузки. Эти площади эпюры 
F

M  

необходимо умножить на ордина-

ты
i

y эпюры
i

M , расположенные под центром тяжести 
i

C . 

 
 

Рис. 6.5. Фрагмент грузовой 

и единичной эпюр 
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Рис. 6.6. Площади и ординаты простейших фигур 
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Если перемноженные эпюры линейны (рис. 6.7, б), то «перемно-

жение» эпюр произвольное. При этом также необходимо производить 

разбивку на простые фигуры. 

 
Рис. 6.7. «Перемножение» эпюр по правилу Верещагина 

 

В обоих случаях результаты перемножения суммируются. При 

этом если эпюры расположены по одну сторону от оси, слагаемые бе-

рутся со знаком «+», если по разные стороны, то со знаком «−». 

 

Пример 6.1. Определение перемещений в статически определи-

мых стержневых системах. 

Задание: Для заданной балки (рис. 6.8) требуется: 

1. Построить эпюры изгибающих моментов и поперечных сил, 

определив при этом экстремальные значения моментов. 

2. Определить вертикальное перемещение сечение D. 

3. Определить угол поворота сечения С.  

Решение: 

1. Балка статически определимая. Построим эпюры поперечных 

сил и изгибающих моментов от внешней нагрузки (рис. 6.8, б, в). 

Вычислим значения опорных реакций: 
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F = 8 к Н

С D ВА

R В = 1 3 ,7 8  к Н

R А = 1 0 ,2 2  к Н

М e= 1 2  к Н ·м

2 м 4 м3 м

а

б

x 3= 3 ,4 5 м

1 0 ,2 2

2 ,2 2

1 3 ,7 8

q ·4
2
/8 = 8

2 3 ,7 4
2 3 ,1 2

1 8 ,6 6

1 2

Q y

[к Н ]

M z

[к Н ·м ]

в

В

R В = 0 ,5 6

А

R А = 0 ,4 4

x1 x 2
x 3

г

F = 1

x1
x 2

д
M в

[м ]

2 ,21 ,3 2

А

R А = 0 ,1 1

В

R В = 0 ,1 1

x 2x1

е

з М

0 ,3 3

0 ,6 7

0 ,4 4

q = 4 к Н /м

М = 1

 
Рис. 6.8. К расчету балки на постоянную и единичные нагрузки:  

а − расчетная схема; б − эпюра поперечных сил; в − эпюра изгибающих  

моментов; д, з − эпюры изгибающих моментов от единичных воздействий 



 104 

1) кН;22,10;02469  AeAB
RqFMRM  

2) кН;78,13;03749  BeBA
RMFqRM  

3) Проверка: 
 

.078,1344822,104  BA
RqFRY  

Балка имеет три участка:  

Участок 1  м30
1
 x  

кН;22,10
Ay

RQ  

.
м3

мкН66,18

0

мкН12

11

1









xx
MxRM

eAz
 

Участок 2  м20
2
 x  

кН;22,2822,10  FRQ
Ay

 

  .
м2

мкН12,23

0

мкН66,18
3

22

22









xx
FxMxRM

eAz

 
Участок 3  м40

3
 x  

;
м4

кН22,2

0

кН78,13

33

3









xx
qxRQ

By
 

.
м4

мкН12,23

0

0

2 33

2

3

3









xx

x
qxRM

Bz
 

Определим экстремальное значение момента. 

м;45,3
4

78,13
,0

33


q

R
xqxRQ

B''

By
 

.мкН45,23
4

45,3
44537813

2

экстр
 ,, M

z
 

2. Построим эпюру изгибающих моментов 
В

М  (рис.6.8, д) от си-

лы 1F , приложенной в направлении искомого перемещения (рис. 

6.8, г). 

Реакции:  

.560
9

5
440

9

4
,FR,,FR

BA
  

Проверка: .0156,044,0  FRRY
BA  

Участок 1  м50
1
 x  
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.
м5

м2,2

м3

м32,1

0

0

111

1В













xxx
xRМ

A
 

Участок  2  м40
2
 x  

.
м4

м2,2

0

0
560

22

22В









xx
x,xRМ

B
 

Для определения линейного перемещения «перемножим» по пра-

вилу Верещагина эпюры 
z

M (рис. 6.8, в) и 
В

М (рис. 6.8, д). 

,
мкН18,182

2,2
2

1
48

3

2
2,2

3

2
412,23

2

1
88,0

3

2
32,12

46,4
2

1
88,0

2

1
32,1266,1812

3

1
66,18

3

2
32,13

2

11

3

z

z

D

EI

EI










































следовательно, сечение D перемещается в направлении, соответству-

ющему заданному, то есть вниз. 

Если поперечное сечение балки имеет вид, показанный на (рис. 

6.9), а 5
102 E МПа, то жесткость составляет: 

.смН10388,6

см03,3194Н/см102
12

4

64

16

1264

210

427

4444






































 E

hD
EEI

z
 

 

 

 

Тогда искомое перемещение равно: 

.c м2,85

смН10388,6

смН1018,182

210

39








D

 
Допускаемый прогиб составляет: 

.cм9см90001,001,0
adm D

L 

Следовательно, условие жесткости 

удовлетворяется. 

 

 

 

 
 

Рис. 6.9. Поперечное сечение балки 
 

z

y

D = 1 6  с м

h = 4  с м

h
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3. Построим эпюру изгибающих моментов 


М  (рис. 6.8, з) от 

единичного момента, приложенного в сечении С (рис. 6.8, е).  

Реакции: .11,0
9

1


BA
RR  

Участок 1  м30
1
 x  

.
м3

33,0

0

0

11

1









xx
xRМ

A  

Участок 2  м60
2
 x  

.
м6

67,0

м4

44,0

0

0

222

2














xxx

xRМ
B

 

Для определения угла поворота сечения «перемножим» эпюры 

z
M

 
(рис. 6.8, в) и 


М  (рис. 6.8, з). 

рад,0058,0

смН106,388

смН1037,08

08,37
44,0

2

1
84

3

2
44,0

3

2
412,23

2

1
23,0

3

1
44,046,4

2
2

1
23,0

2

1
44,0266,1866,18

3

2
12

3

1
33,03

2

11

210

27















































z

z

c

EI

EI

 

следовательно, сечение поворачивается в направлении, соответствую-

щему заданному, то есть по часовой стрелке.  

 

Пример 6.2. Определение перемещений статически определимых 

стержневых систем. 

Задание: Для заданной рамы (рис. 6.10) требуется:  

1. Построить эпюры внутренних усилий.  

2. Определить горизонтальное перемещение сечения С.  

3. Определить угол поворота сечения А. 

Решение:  

1. Вычислим значения опорных реакций:  

1) кН;9034
21

 AA
H;HqqX  

2) кН;25,205232246
21

 AAB
R;,qFqRM  

3) кН;75902452346
12

,R;q,qFRM
BBA
  

4) Проверка: .0 
BA

RF RY  
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Рама имеет 5 участков. 
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2 11
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11

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xx

x
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Определим экстремальное значение момента:  
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z
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F = 1 2  к Н
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3 E I
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1
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x 2

x 3

x 5

x 4

2 E I
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3

1 2

6 ,7 5q1·4 ?= 1 2

   8 M z

[к Н ·м ]

q ?·3 ?= 5 ,6 3

  8

1 9 ,5
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9 ,7 5

1 51 5

2 ,2 5
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1
,5
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Q y

[к Н ]

в

9 ,7 5
2 ,2 5

1 5

1 2

1
,5

м

N

[к Н ]

 
Рис. 6.10. Расчетная схема рамы 
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Рис. 6.11. Эпюры внутренних силовых факторов: 

а – поперечных сил, б – изгибающих моментов, в – продольных сил 

 

.кН154694  qHN
A

 

Участок 3  м30
3
 x  

;
м3

кН15

0

0
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32









xx
xqQ
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;
м3

мкН5,22

0

0

2 33

2

3

2









xx

x
qM

z
 

.0N  

Участок 4  м40
4
 x  

;0
y

Q  

;0
z

M  

.,RN
B

кН759  
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Участок 5  м20
5
 x  

кН;759 ,RQ
By

  

;
м2

мкН5,19

0

0

55

5









xx
xRM

Bz

 
.0N  

Эпюры внутренних усилий представлены на рис. 6.11. 

2. Построим эпюру изгибающих моментов 
Г

M  (рис. 6.12, б) от 

единичной силы, приложенной в сечении С (рис. 6.12, а).  

Реакции: 

.1;0  AA
HFHX

 
.17,0

6

1





F
RR

BA
 

Участок 1  м40
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.
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0
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11
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
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xHM
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Участок 2  м40
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 x  

.
м4

м33,3

0
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4

22

2Г









xx
xRHM
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Участок 3  м30
3
 x  

.
м3

м3

0

0

33

3Г









xx
FxM  

Участок 4  м20
4
 x  

.
м2

м33,0

0

0

44

4Г









xx
xRM

B  

Для определения горизонтального перемещения «перемножим» 

по правилу Верещагина эпюры 
z

M  (рис. 6. 11, б) и 
Г

M  (рис. 6.12, б):  



.
98,132

3
2

1
63,53

3

2
3

3

2
35,22

2

1

2

1

33,0
3

2
25,19

2

1
67,0

3

2
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2

1

67,0
2

1
33,343

1
4

2

1
124

3

2
4

3

2
412

2

1

3

1

Г
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EIEI

EIEI




















































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Направление перемещения совпадает с заданным, то есть влево. 

а

А

R А = 0 ,1 7

Н А = 1

В

R В = 0 ,1 7

F = 1

Cx1

x 2

x 3

x 4

В

x1

x 2

б

в г

R В = 0 ,1 7  1 /м

А В

R А = 0 ,1 7  1 /м

М = 1

M

1

1

0 ,3 4

M г  [м ]

4

3 ,3 3
0 ,3 3

3

1

4

 

а

А

R А = 0 ,1 7

Н А = 1

В

R В = 0 ,1 7

F = 1

Cx1

x 2

x 3

x 4

В

x1

x 2

б

в г

R В = 0 ,1 7  1 /м

А В

R А = 0 ,1 7  1 /м

М = 1

M

1

1

0 ,3 4

M г  [м ]

4

3 ,3 3
0 ,3 3

3

1

4

 
Рис. 6.12. К расчету рам на единичные воздействия:  

а, в − расчетные схемы; б, г − эпюры моментов от единичных воздействий 

 

Из условия прочности при изгибе и при МПа160
adm

необхо-

димый  момент сопротивления: 

.см62,140

смН10160

смН105,22 3

22

5

max










adm

z

z

M
W  

По таблицам сортамента (прил. 1) выбираем швеллер №20, у ко-

торого .см1520,см152
43


zz

IW  

Значение жесткости при МПа102
5

E для принятого сечения 

равно .смН1004,3см1520смН102
210427


Z

EI  

Искомое значение перемещения  
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.см4,37

смН1004,3

смН1098,132

210

39

Г





  

3. Построим эпюру изгибающих моментов 


М  (рис. 6.12, г) от 

единичного момента на опоре А (рис. 6.12, в).  

Реакции:  

.
м

1
17,0

6

1

6


M
RR

AA  

Участок 1  м40
1
 x  

.1


MМ  

Участок 2  м60
2
 x  

.
м6

1

м2

34,0

0

0

222

2














xxx

xRМ
B

 

Для определения угла поворота сечения «перемножим» эпюры 

z
M  (рис.6.11, б) и 


М  (рис.6.12, г). 

.стрелкичасовойпротивестьтозаданному,ожномпротивопол

и,направленивповернетсясечениеьноследователрад,00493,0

смН1004,3

смН101515
34,0

3

2
25,19

2

1
66,0

3

2
34,0

94
2

1
66,0

2

1
34,043

1
1412

3

2
1412

2

1

3

1

210

27

А

EI

EIEI

z

zz
















































 

6.4. Перемещения, вызванные действием температуры 

 

Допустим, что элемент ds  стержня рамы нагрет внутри до темпе-

ратуры 
в

t , с наружи – до 
н

t . Предполагается, что по высоте сечения 

температура изменяется по линейному закону (рис. 6.13, а, б). 

Удлинения наружного и внутреннего волокон соответственно: 

dstds
нн

 , dstds
вв

 , 

где   − коэффициент линейного расширения. 

Удлинение по оси бруса (среднее) 

dstds
tt

ds
0

вн

0
2




 ,   (6.12) 

где 
0

t  − температура на уровне центра тяжести. 
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а б в

h

tн

t в

t н

t0

d s н

h
/2

tв

d s d s в

d

k

i

i

Рис. 6.13. Плоская рама: 

а – исходное состояние, б – поперечное сечение под воздействием  

температуры, в – вспомогательное состояние 
 

Взаимный угол поворота сечений элемента ds , вызванный нерав-

номерным нагревом элемента 

ds
h

t
ds

h

tt

h

dsds
d










внвн .  (6.13) 

 

Необходимо определить перемещение точки k в направлении i-i. 

Тогда нагружаем вспомогательные состояния системы силой 1
i

F  

(рис. 6.13, в). Применяя принцип возможных перемещений для вспо-

могательного состояния и считая возможными действительные пере-

мещения, вызванные действием температуры, на основании формулы 

(6.9) находим 

      

s

i

s

tiit
dsNdM

0
.   (6.14) 

Сдвиг сечений   при изменении температуры равен нулю. После 

подстановки формул (6.13) и (6.12) получим 

  







s

i

s

iit
ds

tt
Nds

h

tt
M

2

внвн
   (6.14) 

или 

  



iNiMit

t
h

t

0 .   (6.15) 

где 
iM

  и 
iN

  − площади эпюр 
i

M  и 
i

N . 
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Пример 6.3. Определение перемещений в раме от температурного 

воздействия. 

Задание: Для заданной рамы определить горизонтальное переме-

щение опоры В и угол поворота сечения С от температурного воздей-

ствия. 

Исходные данные: коэффициент линейного расширения 

град

15
1018,1


 ; высота поперечного сечения стержней рамы 

м28,0h ; температу1ра внутреннего волокна С15
0

в
t , наружного −  

С22
0

н
t . 

Решение: Заданная рама (рис. 6.14, а) статически определимая. 

1. Для определения горизонтального перемещения сечения В  

приложим единичную силу в направлении перемещения. Вспомога-

тельная система показана на рис. 6.14, б. Здесь же показаны значения 

опорных реакций. Согласно формуле (6.15) необходимо построить 

эпюры изгибающих моментов 
1

M и продольных сил 
1

N (рис. 6.15, а, б). 

Вычислим значения опорных реакций: 

1) 0 FHX
A ;   1 FH

A
; 

2) 021  AAB
RHM ;   5,0

A
R ; 

3) 012  FRM
BA ;   5,0

B
R ; 

4) Проверка: 05,05,0  BA
RRY . 

 
Рис. 6.14. Плоская рама: 

а – под воздействием температуры; 

 б – расчетная схема от единичного воздействия 
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Рис. 6.15. Единичные эпюры: 

а – изгибающих моментов;  б – продольных сил 
 

Рама имеет четыре участка. 
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Найдем точку пересечения эпюрой 

1
М  оси стержня. 
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 Перемещение от температурных воздействий: 

  



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





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Примечание. Температура оси стержня C5,3
2

вн

0







tt
t  − 

стержни укорачиваются. От силы 1F  стержни АС и С1 растягива-

ются, несогласование деформаций. Поэтому первые два слагаемых в 

первой скобке со знаком «−». Стержни 1-2 и 2В от единичного воздей-

ствия сжимаются, согласование деформаций, следовательно, третье и 

четвертое слагаемые в первой скобке со знаком «+». 

От неравномерного действия температуры растягиваются внут-

ренние волокна. От изгиба силой 1F  и внутренние и наружные во-

локна. Там, где растянуты наружные волокна, кривизны имеют разные 

знаки и два последних слагаемых во второй скобке со знаком «−». 

 

2. Для определения угла поворота в сечении С приложим единич-

ный момент (рис. 6.16, а). 

Значения опорных реакций  .5,0
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Построим эпюры изгибающих моментов М2 и продольных сил N2 

(рис. 6.16, б, в). 
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Рис. 6.16. К построению единичных эпюр: 

а – расчетная схема от единичного воздействия; 

 б – эпюра изгибающих моментов; в – эпюра продольных сил 
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 Участок 4  м50
4
 x

 
;5,135,03

2


B
RM

 .5,0
2


B

RN

 
Угол поворота от теплового воздействия: 

  










 55,065,01522

220 MNct
h

t
t

 












 5,13

2

1
55,15,13

2

1
12

2

1

28,0

1522

 
  .0172,0071,14571018,1

5
рад



 
Знак минус говорит о том, что сечение повернется в направлении, 

противоположном заданному, то есть против часовой стрелки. 
 

7. СТАТИЧЕСКИ НЕОПРЕДЕЛИМЫЕ СИСТЕМЫ 

 

7.1. Анализ плоских стержневых систем 

 

Положение плоской стержневой системы на плоскости, как твер-

дого тела, определяется тремя независимыми параметрами, то есть 

имеет три степени свободы.  

Чтобы плоская стержневая система была неподвижна в своей 

плоскости, на нее необходимо наложить три внешние связи таким об-

разом, чтобы обеспечить геометрическую неизменяемость системы. 

Такие системы называются статически определимыми, так как реак-

ции связей могут быть найдены из трех уравнений статики. 

Если стержневая система имеет число связей более трех, то она 

называется статически неопределимой и реакции связей не могут 

быть определены из одних уравнений статики. 

Степенью статической неопределимости системы называется 

разность между числом наложенных на нее связей и количеством 

уравнений статики. 

Например, рама на рис. 7.1, а имеет три лишних связи и является 

трижды статически неопределимой. 
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а б в г

 
Рис.7.1. Плоские рамы с лишними связями: 

 

Замкнутый контур с жесткими узлами имеет три внутренние связи 

и является трижды статически неопределимым. Стержневая система на 

рис. 7.1, б является шесть раз статически неопределимой. 

Постановка шарнира на оси стержня (рис. 7.1, в) обращает в нуль 

изгибающий момент в данном сечении и, 

следовательно, снижает степень статиче-

ской неопределимости на единицу. Такой 

шарнир называют одиночным. Рама пять 

раз статически неопределима.  

Шарнир, включенный в узел, где схо-

дятся n стержней (рис.7.2), снижает сте-

пень статической неопределимости на (n-

1). Он называется кратным и заменяет (n-1) одиночных шарниров. Ра-

ма на рис.7.1, г четыре раза статически неопределима. 
 

7.2. Основы метода сил 
 

Для определения усилий в статически неопределимых системах 

дополнительно к уравнениям статики составляют уравнения совмест-

ности деформаций. 

Лишние связи накладывают определенные ограничения на пере-

мещения тех сечений, к которым они приложены. Это обстоятельство 

используют для составления дополнительных уравнений, которые 

вместе с уравнениями статики позволяют определять силовые факторы 

в элементах системы. 

Один из методов расчета статически неопределимых стержневых 

систем – метод сил – состоит в следующем: 

1. Устанавливается степень статической неопределимости. 

2. Удаляются лишние связи, исходная система становится стати-

чески определимой и называется основной системой. Она должна быть 

геометрически неизменяемой. 

Рис. 7.2. Общий шарнир 

а б в г
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3. Основная система загружается заданной нагрузкой и лишними 

неизвестными усилиями, заменяющими действие отброшенных связей. 

Такая система называется эквивалентной. 

4. Составляются уравнения совместности деформаций, число ко-

торых определяется числом лишних связей: 

,X...XX

.........................................................

,X...XX

,X...XX

nFnnnnn

Fnn

Fnn

0δδδ

0δδδ

0δδδ

2211

22222121

11212111







 

где 
n

XXX ,...,
21

– реакции отброшенных связей, ij
δ  – перемещение по 

направлению силы 
i

X  от единичной силы j
X , 

iF
Δ  – перемещение по 

направлению силы 
i

X  от всей заданной нагрузки. 

Перемещения ij
δ  и 

iF
Δ  определяются с помощью интегралов 

Мора или способом Верещагина. На основании теоремы о взаимности 

перемещений 
jiij

δδ  .  

5. После определения лишних неизвестных определяются внут-

ренние усилия в элементах статически неопределимой системы.  

 

Пример 7.1. Расчет статически неопределимой рамы методом сил. 

Задание: Для заданной рамы (рис.7.3, а) требуется: 

1. Определить степень статической неопределимости. 

2. Выбрать основную и эквивалентную системы.  

3. Построить единичные и грузовую эпюры. 

4. Вычислить коэффициенты и свободные члены системы кано-

нических уравнений. Произвести их проверку. 

5. Решив систему канонических уравнений, определить значения 

лишних неизвестных. 

6. Построить эпюры внутренних усилий N,M,Q
zy . 

7. Произвести деформационную проверку. 

8. Подобрать заданное сечение рамы (рис. 7. 3, б)  

Решение:  

1. Рама имеет пять связей, а необходимое число равно трем. Сле-

довательно, рама является дважды статически неопределимой. 

2. Основную систему получим из заданной путем удаления 

«лишних» связей и внешней нагрузки. На рис. 7.4, а, б представлены 

два варианта основной системы. Для решения примем вариант «а» ос-

новной системы. Приложив к выбранной основной системе внешнюю 
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нагрузку и реакции отброшенных связей, получим эквивалентную си-

стему (рис. 7.4, в). 

F = 1 2 к Н

M e = 1 4 к Н ·м

q = 6  к Н

        м

E I

3 м2 м

4 м

2
м

5
м

E I

2 E I

а

y

z

d

б

E I

2 E I

 
Рис. 7.3 Плоская рама: 

а – расчетная схема; б – поперечное сечение элементов рамы 
 

Система канонических уравнений имеет вид:  

.XX

,XX

F

F

0δδ

0δδ

2222121

1212111




 

Для определения коэффициентов этих уравнений необходимо по-

строить единичные и грузовую эпюры. 

3. Приложим к основной системе единичную силу 
1

X  (рис.7.5, а) 

и построим единичную эпюру изгибающих моментов 
1

M  (рис. 7.5, б). 

Значения реакций:  

1) 0,25;0,41
1

 AAB
RRXM  

2)
 

;75,0,034
1

 BBA
RXRM  

3) Проверка: .0175,025,0
1

 XRRY
BA  
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а
б

M

q

X 1

X 2

в

 
Рис.7.4. Плоская рама: 

а, б – варианты основной системы; в – эквивалентная система 
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Рис.7.5. Эпюры для основной системы: 

а, в – расчетные схемы; б, г – единичные эпюры изгибающих моментов 
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


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Участок 2  м50

2
 x

 
.м33

11
 XM

 Участок 3  м40
3
 x
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.
м4

м3

0

0

33

31









xx
xRM

B
 

Приложим к основной системе единичную силу 
2

X  (рис.7.5, в) и 

построим эпюру изгибающих моментов 
2

M  (рис. 7.5, г). 

Значения реакций:  

1) ;1,0
2

 AA
HHXX  

2) BAA
B

RRRXM  75,0,043
2 . 

Участок 1  м20
1
 x

 

.
м2

м2

0

0

11
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xx
xXM

 
Участок 2  м20

2
 x

 
.м22
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 Участок 3  м40
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33
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Участок 4  м50

4
 x

 

.
м5

м2

0

м3
4

44

42







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xx
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Приложим к основной системе внешнюю нагрузку (рис. 7.6, а) и 

построим грузовую эпюру 
F

M  (рис. 7,6, б). 

Значения реакций:  

1) кН;30,05  AA
HHqX  

2) кН;75,2,042,556  AAB
RRMqFM  

3) кН;25,9,022,554  BBA
RFqMRM  

4) Проверка: .025,975,212 
BA

RRFY  
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Рис.7.6. Эпюра для основной системы: 

а – расчетная схема, б – грузовая эпюра 
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4. При вычислении коэффициентов и свободных членов системы 

канонических уравнений воспользуемся правилом «перемножения» 

эпюр (правилом Верещагина): 
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Для проверки коэффициентов построим суммарную единичную 

эпюру
2s

MMM 
1

. (рис.7.7) и «перемножим» ее саму на себя. 

2

2

3

5

М s

[м ]

 
Рис. 7.7 Суммарная единичная эпюра изгибающих моментов 
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Результат равен сумме коэффициентов: 
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
EIEI
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75,15217,275,43
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δδδδ

21122211
 . 

Для проверки свободных членов системы канонических уравне-

ний «перемножим» суммарную эпюру 
s

M  (рис.7.7) и грузовую эпюру 

F
M  (рис.7.6, б). 
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Результат равен сумме свободных членов  

  .
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88,2575,12
1

ΔΔ
21

EIEI
FF

  

5. Подставим вычисленные коэффициенты в канонические урав-

нения метода сил:  

,0
5,1275,155,43

21
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EI
X

EI
 

.0
88,25717,2775,15
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Решая систему, определим значения отброшенных связей:  

.кН23,12кН71,4
21

 X;X  

6. Для построения окончательных эпюр внутренних усилий рас-

смотрим эквивалентную систему (рис 7.8, а), в которой величины X1 и 

X2 являются известными. 

Значения опорных реакций: 

1) кН;77,17,05
2

 AA
HHXqX  

2)    ,X-MFXqRM
AB

01632,554
12  

кН1,13
A

R ; 

3) ,0322,5534
21  XFqMXRM

BA  
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В

R  

4) Проверка: .0
1  XFRRY

BA  
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Определим экстремальное значение момента: 
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Эпюры zy

M,QN,  показаны на рис. 7.8,б,в,г. 
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R A = 1 3 ,1 к Н R B = 3 ,6 1 к Н
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q =  6  к Н /м
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Рис. 7.8. Эпюры для статически неопределимой рамы: 

а – расчетная схема; б – эпюра продольных сил; в – эпюра поперечных сил;  

г – эпюра изгибающих моментов 
 

7. Для контроля правильности решения задачи проведем дефор-

мационную проверку: «перемножим» окончательную эпюру моментов 

z
M  (рис.7.8, г) на любую из единичных, например 

2
M  (рис.7.5, г): 
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  .
2,0

78,8158,81
1

3
2

1
2

2

1

EIEI













  

(погрешность составляет %25,0%100
58,81

2,0
 ). 

 

8. Из условия прочности при изгибе 

adm

z

max

z

max
σ

W

M
σ   вычислим необходимый момент сопротивле-

ния сечения при МПа160
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σ : 
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смH10160

H1046,24 3

22

5


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
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Определим размеры круглого поперечного сечения 
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3,14

152,932

π

32
,

32

π
33

3



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z

z

W
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d
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Принимаем d = 12 см. 
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Приложение  

СОРТАМЕНТ ПРОКАТНОЙ СТАЛИ 

Сталь горячекатаная 

Балки двутавровые 

ГОСТ 8239-72 
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Продолжение приложения   

    

Сталь горячекатаная 

Швеллеры с уклоном внутренних граней полок 

ГОСТ 8240-72 
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Продолжение приложения  

Сталь прокатная 

Угловая равнополочная 

ГОСТ 8509-72 
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Продолжение приложения  
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Продолжение приложения  
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Продолжение приложения  

Сталь прокатная 

Угловая неравнополочная 

ГОСТ 8510–86 
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Продолжение приложения  

 

 

 

1

1 
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